Chapitre 7: Le théoréme de Kleene

Expressions regulieres, automates finis,
graphes de transitions: tous définissent les
meéme langages.
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Chapitre 7: Le theoreme de Kleene

» Méthode de démonstration

héoreme: Soient A,B,C des ensembles tels
que AcB,BcC,CcA. Alors A=B=C.

Remarque: Les expressions regulieres, les automates
finis, ainsi que les graphes de transitions définissent
des ensembles de langages.
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Chapitre 7: Le theoreme de Kleene

Théoreme de Kleene:

Tout langage défini par une expression
réguliere, ou un automate fini, ou un
graphe de transition, peut étre defini
par toutes les trois méthodes.
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

Preuve du Théoreme de Kleene: Une consequence des trois
lemmes suivants: (qu’on doit prouver)

Lemme 1: Tout langage reconnu par un automate fini est reconnu

par un graphe de transition.
Lemme 2: Tout langage reconnu par un graphe de transition peut

étre defini par une expression réguliere.
Lemme 3: Tout langage défini par une expression reguliere est

reconnu par un automate fini.

AFc GT cER c AF
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

Lemme 1: Tout langage reconnu par un automate fini est reconnu
par un graphe de transition.

Preuve: Par définition, un automate fini est un graphe de transition.

Lemme 2: Tout langage reconnu par un graphe de transition peut
étre defini par une expression réguliere.

Preuve: Par un algorithme constructif, et qui fonctionne
1. pour tous les graphes de transitions
2. En un nombre fini d’étapes
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Chapitre 7: Le theoreme de Kleene

Etape 1: Transformer en un graphe de transition avec un seul
etat de départ.
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Chapitre 7: Le theoreme de Kleene

Etape 2: un seul état final sans sortie
b
. o ?
b
aba :@

Un graphe de transition equivalent, de la forme:

A A
/Tt A
— A' e o o +
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Chapitre 7: Le théeoreme de Kleene

Etape 3a. Fusionner les arétes qui ont les mémes prédécesseurs
et mémes successeurs.

ry r+ r,+rg
r3 r-2 e o o e o o
r
e o o e O o r+r
...@ 1 2:@ e o o
P
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Etape 3.b: Opérations d’élimination d’états un par un

I,
@L@L@@ r,r,*r, .@
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

élimination de 1’état 2,
les chemins passant par 2:
12> 224, 12225, 32224, 3225
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

rr3™rg
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Chapitre 7: Le theoreme de Kleene

Cas spéciaux:

r.
r 2
r
e o o 2 < 4 @ooo
Iy

32221 122-1

ryr,*ry

o o o < r4r2*r3 @ooo
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

32221,
32223,
1->2->1,
1223

*
r+0, r*r, 740,715

*
g+rg,*Ty
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Chapitre 7: Le theoreme de Kleene

Exemple 1 a,b

@ aabb

da

bb

@ (aa+bb)(a+b)*(aa+bb)
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

EXEMPLE 2: PAIR-PAIR
aa,bb aa,bb
b,b

a2+
3

(ab+ba)(aat+bb)*(ab+ba) (aa+bb)+(ab+ba)(aa+tbb)*(ab+ba

@ [(aa+bb)+(ab+ba)(aa+bb)*(ab+ba)]* @
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

Graphe de transition - Expression reguliere

Algorithme (et preuve)

1. Ajouter (si nécessaire) un état de départ unique sans entrée et un état
final unique sans sortie.

Pour chaque état qui n’est ni état de départ ni état final, repéter 2 et 3.

2. Faire I’opération d’élimination d’état.

3. Fusionner les arétes qui ont les mémes prédécesseurs et mémes
successeurs.

4. Fusionner les arétes entre 1’état de départ et 1’état final. L’étiquette de
I’unique aréte qui reste est I’expression réguliere. S’iln’y a plus
d’aréte de 1’état de départ vers 1’état final alors 1’expression reguliere
est ¢.
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

Lemme 3: Tout langage défini par une expression

réguliere est reconnu par un automate fini.

Preuve: Par un algorithme constructif, en utilisant la

definition récursive des expression régulieres.
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Chapitre 7: Le theoreme de Kleene

Rappel:

Definition: L’ensemble des expressions regulieres sur un
alphabet > est défini récursivement comme suit:
1. Chaque lettre de X ainsi que A est une expression réguliere.

2. Sl ry etr,sont des expressions réguliéeres , alors il en est de méme
pour:

1 (ry)
2. Iy
3. 0,
4. rl*

3. Aucune autre expression n’est réguliere.

Dr. Nejib Zaguia CSI3504/H12 22



jias 4
A
S
g

e

.

Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

+

Exemple: Construire un automate fini qui accepte le langage:

(a+b)*(aatbb)(atb)*

1. Lalettrea 1
2. Lalettreb 1
5. Le mot aa (en utilisant 1) 3
+. Le mot bb (en utilisant 2) 3
5. L’expression aa+bb (en utilisant 3 et 4) 2
6. L’expression a+b (en utilisant 1 et 2) 2
7. L’expression (a+b)* (en utilisant 6) 4
s. L’expression (a+b)*(aa+bb) (en utilisant 7 et 5) 3

3

o. L’expression (a+b)*(aa+bb)(a+b)* (en utilisant 8 et 7)
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Chapitre 7: Le theoreme de Kleene

Regle 1

ttres de >
Lettres de Z Le Iangage A

Le langage qui consiste
Lettres de 2. d‘une seule lettre x de 2.

Lettres de X-{x} /\
\_/

Lettres de 2.
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Chapitre 7: Le theoreme de Kleene
)b Régle 2: rl+r2, Exemple al,b Tous les mots contenant
», a b aa
Q a @ ; & % X
L b X, | X3 X4
+X3 | X3 X3
a b
Y1 (Y3 Y2
° a0 a Yo [ Ya V1 pajR-pAIR
D Y3 | Y1 Ya
@o@ Y | V2 Vs
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

a
1+ < a 8+
a y
b b 3
9 “( 1+ 3 6
b| [b a 0 b b| |b
Résultat: ri+rp
b
a
12\ a b
L) 10 5 2
4 b N~
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Exemple 2

Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

b a a b
» »,
O WP O
Xy | X X
Mots qui se terminent par a
a b
Y1 (Y1 Yo
Yo Y1 Y2

Mots qui se terminent par b
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Chapitre 7: Le theoreme de Kleene

Lemme 3: Tout langage défini par une expression reguliere est reconnu par un

automate fini.

Preuve: Par un algorithme constructif, en utilisant la définition récursive des
expression regulieres.

1. Il existe un automate fini que reconnait le mot vide (A) et un automate fini
qui reconnait une seule lettre de 2.

2. S’il existe un automate fini qui reconnait r, et un automate fini qui reconnait
r,, alors il existe un automate fini qui reconnait le langage r,+r.,.

5. S’il existe un automate fini qui reconnait r, et un automate fini qui reconnait
r,, alors il existe un automate fini qui reconnait leur concaténation r,r,.

+ S’il existe un automate fini qui reconnait r alors il existe un automate fini qui
reconnait la fermeture de ce langage r*.

Donc pour toute expression réguliere, on peut lui construire un automate fini.
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Chapitre 7: Le theoreme de Kleene

Algorithme 1: ry+r,

Les donnees:

AF1: alphabet: > états: X, X,, X5,...  état de départ: x,
AF2: alphabet: > états: y,, ¥,, ¥5,...  état de départ: y,
Ainsi que les états finaux, et les transitions

L’ automate résultat:

alphabet: X états: z, z,, z5,...  état de départ: X, ou y,
les transitions: si z;=X; 0U Y €t X; = Xpouveau €t Yk = Ynouvea

(pOU.I' Pentree p) alors Znouveau™ (Xnouveau ou ynouveau) pour entree p.
OU Y, ouveay €St UN état final, alors z,,,.,, €St un état final.

SI Xnouveau
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b 3 a b _
», », X, % % algorithme 1
e @ +X, | X, X4 X 0UYy,;

Mots qui se terminent par b
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

= Algorithme 2: Mettre toutes les paires (x; ou x;) dans la
table des transitions.
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Chapitre 7: Le theoreme de Kleene

Regle 3: rir2, Exemple 1

() a,b<) b :g>a,b

deuxieme lettre est b

nombre impair de a
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a,b

ablabbaa
abab|bab

Dr. Nejib Zaguia CSI3504/H12

33



=+

Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

Exemple 2
b ab :
r,: tous les mots qui
a i} a_ (X contiennent aa
h A — :

r,: tous les mots qui se
terminent par b

rir2
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On commence par creer les états z1=x1et z2=x2

(z2,a)= x3 “on continue sur AF” OU BIEN
y1”on passe a AF2, puisque x3 est final dans AF1”

(z2,a) =x3 ou yl=z3

(z3,a) =x3 ou yl=z3
(z3,b)=x3ouylouy2=2z4 +

(z4, a)= x3 ou y1=z3
(z4,b)=x3ouylouy2=2z4 +
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

Regle 3. Concatenation: Résume de 1’algorithme

1. Créer un etat z pour chaque €tat x du premier automate tel que x est
accessible avec un chemin a partir d’un état initial sans passer par un
etat final.

2. Pour chaque état final x du premier automate, créer un état z = (X ou
y,), OU Yy, est I’état de déepart du deuxieme automate.

3. A partir des etats créer a 1’étape 2, on crée des etats :
x (I’état ou on continue sur le premier automate)
Z= { ou
y (I’état ou on passe sur le deuxieme automate)

. Les états finaux sont les états qui contiennent un état final
du deuxieme automate.
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Chapitre 7: Le théeoreme de Kleene

Exemple 3
b a,b
d 3 .
Xyt (X, r,: pas de aa
b
a,b
r,: nombre impair de lettres
a,b
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Chapitre 7: Le theoreme de Kleene

X, 0Uuy,0UYy,;

X, 0UYy,
b

A 4

X, 0UuYy,0uy, Xz 0UYy,0UYy,
r,r,: tous les mots sauf A
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Chapitre 7: Le théeoreme de Kleene

ab Exemple 4

a,b  r,: les mots qui commencent par b

r,: les mots qui se terminent par b
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Chapitre 7: Le théeoreme de Kleene

Regle 4: r* . Exemple 1

r: a* + aa*b

r*: les mots sans double b, et qui ne commencent pas par b.

Dr. Nejib Zaguia CSI3504/H12
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

z1=x1=* (z1,a) =x1loux2=z2+ (z1,b)=x4=z3
(z2,a)=x1 ou x2 =z2 (z2, b)=x1 ou x3 ou x4=z4 +
(z3, a)=z3 (z3,b) =z3

(z4,a)= x1 ou X2 ou x4=z5 + (z4, b)= x4 = z3

(z5,a)= x1 ou X2 ou x4=z5 (z5, b)=x1 ou x3 ou x4=2z4
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

z1=x1 -
b Exemple 2 a (z1,a) = x1 ou x2= 272 +
3 (z1,b) =2z1
e e (z2,a)= x1 ou x2 =22
b (z2, b)=x1=z1

b
Les mots qui se terminent par a

o e

Probleme avec A
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Regle 4: r*: “Algorithme”
Donnée: un automate avec un ensemble d’états {X;, X,, Xs, ...}
= Pour chague sous-ensemble d’états, on crée un état dans le

nouveau automate. Il faut éliminer tout sous-ensemble qui
contient un état final et ne contient pas 1’état de déepart.

= On fait une table de transitions pour tous les nouveaux états.

= On ajoute un état +. Les transitions qui sortent de cet état
sont les mémes que les transitions qui sortent partir de 1’état
de départ original.

= Les etats finaux sont les etats qui contiennent au moins un

etat final de I’automate original.
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

+

Exemple 3
a a
[ D Les mots qui contiennent
e e un nombre impair des b.
b

A et les mots qui contiennent au
moins un b.
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Chapitre 7: Le theoreme de Kleene

= Un automate non déterministe est défini par:

1. Un ensemble fini non vide d’états avec un état désigné comme
I’etat de départ (ou initial) et quelques (peut-étre aucun) états
désignes comme les états finaux (ou états acceptants)

2. Unalphabet X des lettres d’entrées

. Unensemble fini de transitions qui fait correspondre a quelgues
pairs (état, lettre) un état. «etant dans un état et avec une entrée
spécifique, cette fonction indique 1’état (ou possiblement états)
dans lequel on passe »

Remarque: Tout automate fini est un automate non déterministe.
Tout automate non déterministe est un graphe de transition.
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Chapitre 7: Le théoreme de Kleene

Exemples d’automates non déterministes

D W

(a+b)*aaa(a+b)*bbb(atb)*
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3

Théoréme: Tout langage reconnu par un automate non

déterministe est également reconnu par un automate
deterministe (i.e. un automate fini).

Preuve (1): Tout automate non déterministes est un graphe de
transition:

Par lemme 2: graphe de transition - expression réguliere
Par lemme 3: expression reguliere = automate fini

Preuve (2): Par un algorithme constructif (\oir Livre pagel35).
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