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CHAPITRE 1

Les problemes et les idées fondamentales

1.1. Les problemes

On décrit le domaine géométrique et les coordonnées spatiales naturelles (V.
figure 1.1) de chacun des types de problemes d’évolution ou stationnaires étudiés
dans ce cours.

(a) Problemes de vibrations ou d’ondes : la position est fonction du temps ¢.

objet physique coordonnées spatiales | temporelle
corde cartésienne : =z t
membrane rectangulaire | cartésiennes : (z,y) t
membrane circulaire polaires : (r,0) t

(b) Problemes de diffusion ou de la chaleur : la température est fonction du

temps t.
objet physique coordonnées spatiales temporelle
tige cartésienne : t
plaque rectangulaire | cartésiennes : ( Y) t
tube rectangulaire cartésiennes cylindriques : (z,y, 2) t
tube circulaire polaires cylindriques : (r,0,z) t
sphere sphériques : (r,0, ) t
(c) Problémes stationnaires ou de potentiel : le potentiel est indépendant
du temps t.
objet physique coordonnées spatiales
anneau polaires : (r,0)
tube circulaire polaires cylindriques : (r, 8, 2)
sphere creuse sphériques : (r,0,¢)
température entre 2 plaques paralleles cartésiennes : (, y, 2)
température entre 2 cylindres coaxiaux polaires cylindriques : (r, 8, 2)
température entre 2 spheres concentriques|sphériques : (r,0,9)

1.2. Les modéles mathématiques
On étudiera les trois types de problemes au moyen de leurs modeles mathé-
matiques qui sont les équations aux dérivées partielles suivantes.
(a) L’équation des ondes pour u(z,y,t)
0%u 0? 0?

2v72,, _ 2
W—CVU—O, \Y% 82+82,
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(r.6,2) (r,6,9)

N

P e ——)

Fia. 1.1. Reperes spatiaux : (a) polaire cylindrique et (b)
sphérique.

avec deux conditions initiales (C.1.) :

U(l‘,y,O) = f(xvy)

ou
ut(xayvo):g(xvy)a Ut 1= Ev
et les conditions au bord (C.B.), appelées aussi conditions aux limites
(C.L.):
u(z,y,t) = 0.
(b) L’équation de la chaleur pour u(z,y,t)
0
8_11: — V2% =0,

avec une seule condition initiale :
u(r,y,0) = f(z,y),
et les conditions au bord :
u(z,y,t) = 0.
(¢) L’équation de LAPLACE pour u(z,y) (ou ¢ est absent)
Vu =0,
avec les conditions au bord :

U(l‘,y) = f(xvy)

1.3. Une 1™° idée : la séparation des variables

La séparation des variables transforme une équation aux dérivées partielles
en plusieurs équations différentielles. Pour les problemes aux limites sur une do-
maine géométrique donné, la séparation des variables est possible si les variables
du probleme sont les coordonnées naturelles du domaine, par exemple, les coor-
données cartésiennes, polaires, ou sphériques, respectivement, dans le cas d’'un
rectangle, d’un disque ou d’une sphere, comme on verra aux chapitres ultérieurs.

Dans cette section, on présente la méthode de la séparation des variables au
moyen de quelques exemples simples sans tenir compte, pour le moment, d’aucune
condition aux limites.



1.3. UNE 1™ IDEE : LA SEPARATION DES VARIABLES 3

wlir

FiG. 1.2. Corde vibrante de longueur L.

EXEMPLE 1.1. Séparer les variables de 1’équation aux dérivées partielles pour
la corde vibrante :
8t2u - czaiu =0.

RESOLUTION. La coordonnée spatiale naturelle est la coordonnée cartésienne

x (V. figure 1.2). On note les dérivées partielles
0 0
Oy = —, Op:=—.
KT Ox

Posons
u(z,t) = G(a)H(t)

dans I'équation aux dérivées partielles; alors

. d
20, = H(t = —
Ou=G@H(®, =1
OPu=G"(x)H(t), G := g,
et )
GH = *G"H.
On divise les deux membres par c?GH :
GH G'H
2GH GH’

et I'on simplifie : )
Ht)  G"(z)

2H() G(z)
Pour t fixé et = variable, le 1°¥ membre est constant :

(1.1) thgt()t) =, A une constante;
donc o
G((;)) =), pour tout z,

et, par conséquent, (1.1) est vrai pour tout ¢. On obtient donc deux équations
différentielles du 2°¢ ordre :

G"(z) = AG(x),
et

H(t) = M\2H(t).

On sait résoudre ces deux équations différentielles. ([l
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y

F1c. 1.3. Plaque rectangulaire de dimensions a et b.

REMARQUE 1.1. Lors de la séparation des variables, 'opérateur de dérivée
partielle du 2¢ ordre 82 donne lieu & une équation différentielle du 2¢ ordre pour
G(z) et I'opérateur de dérivée partielle du 2° ordre §? donne lieu & une équation
différentielle du 2° ordre pour H(t).

EXEMPLE 1.2. Séparer les variables de ’équation aux dérivés partielles pour
le probleme de la chaleur d’une plaque rectangulaire :

S — 2 (Zﬁu + 8§u) =0.

RESOLUTION. Les coordonnées spatiales naturelles sont les coordonnées car-
tésiennes (x,y) (V. figure 1.3). Posons

u(z,y,t) = G(z)Q(y) H (t)

dans I’équation ; alors

owu = GQH,
9*u=G"QH,
du=GQ"H,

et
GQH = *(G"QH + GQ"H).
On divise par c?’GQH :
GQH  G'QH N GQ"H
2GQH GQH = GQH’

et I'on simplifie : .
H(t) _ G'(z) Q")

GH()  Gx)  Qly)

Pour ¢t fixé et = et y variables,

H(t) '
(1.2) FH() A, une constante;
fone G"(z) Q")
€T Y
=— +
G(x) Qy)
Pour y fixé,

) = p, une constante, pour tout z;
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et donc

Q" (y)
Qy)

Enfin, il suit que (1.2) est vrai pour tout ¢.
On obtient trois équations différentielles respectivement pour H(¢), G(x) et
Q(y), que l'on sait résoudre :
H(t) = NH(t), 0¢ — éq. diff. du 1*" ordre en ¢,
G" (z) = pG(x), 0>

Q" (y) =\ —pn)Q(y), 02 — éq. diff. du 2° ordre en y. [

Y

=\ —pu, une constante, pour tout y.

— éq. diff. du 2° ordre en x,

EXEMPLE 1.3. Résoudre ’équation aux dérivées partielles du 1°* ordre avec
une condition au bord :

Uy +uy =0, u(z,0)=3e ",
par séparation des variables.
RESOLUTION. Posons
u(z,y) = G(x)Q(y);
alors I’équation aux dérivées partielles devient
G'(2)Q(y) + G(2)Q'(y) = 0.
Divisant par G(2)Q(y), on a

et, par conséquent,

G(:v) = _Q(y) = ¢, une constante.
Donc

G'(x) = cGz) = G(x) = ke,

Q'(y) = —cQy) = Qy) =k2e”,
et

w(z,y) = kiky eV = keo(®7Y),
On détermine les deux constantes arbitraires, k£ et ¢, au moyen de la condition
sur le bord y = 0. Puisque

u(z,0) = ke =3¢~ pour tout z,

alors

d’ou la solution

qui est unique. (I

EXEMPLE 1.4. Résoudre I’équation aux dérivées partielles du 2° ordre avec
une condition au bord :

Ugy =u, u(0,y) = 5ev/7.
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RESOLUTION. Posons
u(z,y) = G(x)Q(y);
alors I’équation aux dérivées partielles devient
G'(2)Q'(y) = G(z)Q(y)-
En divisant par G(z)Q'(y), on a

G _ Q)
G(z)  Q(y)
et, par conséquent,
G'(x)  Qly) _
G(gc) = Q’(y) = ¢, une constante.
Donc
G'(z) = cG(z) = G(x) = ky e,
Q)= QW) = Q)= ke,
et

w(z,y) = kikg e(@Hv/0) = gelcrty/c),

On détermine les deux constantes arbitraires, k et ¢, au moyen de la condition
sur le bord = = 0. Puisque

u(0,y) = ke¥/¢ =5¢¥/7,  pour tout y,

alors

d’ou la solution

qui est unique. (I

On aura besoin du laplacien en coordonnées polaires. On démontre donc le
lemme suivant.

LEMME 1.1. Le laplacien, rapporté aux coordonnées cartésiennes (z,y) :
(1.3) Viu = 92u + 8§u,
est équivalent au laplacien rapporté aux coordonnées polaires (r,0) :
(1.4) Viu = 0%u + %&u + T—128§u.

DEMONSTRATION. On passe de la représentation polaire & la représentation
cartésienne pour éviter la dérivée des fonctions trigonométriques inverses. Posons
r=rcos = x,.=cosbl, xzyg=—rsind,

y=rsind = y, =sinf, yy=rcosh.
Alors

Up = UgTy + UyYr

= Uz cosf + uysinf
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y

P=(r, 0)

F1G. 1.4. Membrane circulaire vibrante de rayon R.

et
Upp = Ugzp Ty COS O + Ugy Yy COS O + Uy Ty SIN O + Uyy Yy, Sin 0
= Uy COS? O + Uyy 50 0 COS O + Uy, cOS O 5in O + 1wy, sin” 0
= Uy OS2 O + 2uyy, sin 0 cOS O + 1y, sin® 6.
De méme :
Ug = UgTg + UyYg = —TUg Sin O + 71U,y cos 0
et
Uge = —TUzzTo SIN O — TULyYe SN O — TU, cos O

+ TUyg g cOS O + Uy, Yg cosd — ru, sind
= 712U, sin? 6 — rzuzy sin @ cos 0 — ru, cos

— 12Uy, sin 6 cos 0 + 1%y, cos? 6 — ru, sin .

La substitution des expressions obtenues pour u,, u,, et ugg dans
1
Upp + —Up + —2’(1,99
T T

donne bien

Ugg + Uyy.

EXEMPLE 1.5. Séparer les variables de 1’équation aux dérivées partielles pour

le probleme de la membrane circulaire vibrante :
0%u 99
— —c"Vu=0.
ot?

RESOLUTION. Les coordonnées spatiales naturelles pour ce probléme sont les
coordonnées polaires (r,6) (V. figure 1.4). On pose :

u(r,0,t) = W(r)F(0)G(t).
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Si 'on substitue

uy = WFEG
u, = W'FQG
Upp = W'FQG

ugg = WF"G

dans I’équation aux dérivées partielles selon les coordonnées spatiales polaires :
Pu 5 1 1
W—C (9Tu—|— ;aTU+T—269’U, :O,

les dérivées partielles deviennent des dérivées ordinaires et I’on obtient
. 1 1
WFG — ¢ (W”FG +-W'FG + —QWF”G) =0.
r r

On divise cette équation par c2WFG :

WFG  W'FG LIWPG 1 WE'G
AEWFG ~ WFG ' r WFG ' r2 WFG

et I'on simplifie :

Gty  W'(r) 1W'(r) 1 F"(0)

2GEt)  W(r) rW(r) 2 F()
Le 1°" membre, qui est indépendant de r et de 6, est constant pour ¢ fixé; par
conséquent le second l’est aussi pour tout r et €. Il suit alors que le 1°* membre
est constant pour tout t. On a donc

. Y , .
G@t)  W'(r) 4 1W'(r) + 1F 9) =)\, une constante.

2G(t) W) W) 2 F(6)
On obtient donc une équations différentielle simple pour G(t) :
(1.5) G(t) = A32G(2).

Pour séparer ’équation en F' et W :

LW W) | F)
Wy W) T Ee)
on procede de la méme fagon :
W) W), F0)
W) W) TN T TR

= \r?,

= —u, une constante.

On obtient alors une équation différentielle pour F(6) :

(1.6) F"(6) = uF(6)

et une équation différentielle pour W(r) :

(1.7) rP2W"(r) +rW'(r) — (\r? — )W (r) = 0.

On sait résoudre les deux premiéres équations (1.5) et (1.6), la troisieme (1.7) est
I’équation de BESSEL qu’on étudiera aux chapitres 6 et 10. ([
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Vo

0 \Z1 a; X
Fi1c. 1.5. Un 2-vecteur rapporté a une base orthogonale.

1.4. Une 2° idée : les fonctions orthogonales

On motive cette section en rappelant un simple résultat du produit scalaire
pour une base orthogonale de vecteurs {v1,v2} dans le plan euclidien :

iz i=4 ij=12,
Y0 it

et la décomposition d’un vecteur quelconque w suivant les éléments de la base,
U = a1v1 + a2,

(V. figure 1.5). On calcule les coefficients a; et az au moyen du produit scalaire :

2 u- v
u- vy =a|vi|” = a1 =3,
[[oa]
u - v
- vy = asllva|? = as = 5
oz
Alors
u- v u - Vo
u = V1 Vo.
o1 ]2 vz
Si fJvi]| =1, i = 1,2, on dit que la base de vecteurs est orthonormée.
On généralise maintenant ce résultat a une suite orthogonale de fonctions
{en(x)}, n = 0,1,2,..., dans un espace de dimension infinie de fonctions f(x)

définies sur un intervalle a < x < b qui peut étre un segment de droite, une demie
droite ou la droite toute entiere.

NOTATION 1.1. Soit f et g deux fonctions définies sur [a, b]. On note le produit
scalaire de f et g :

b
(18) (1.9) = [ f@)gla)da
et la norme de f :

(1.9) 171l = ()2
On dit que f et g sont orthogonales et 'on note f L g, si (f,g) = 0.

DEFINITION 1.1. La suite de fonctions, o (z), ¢1(x),. .., est orthogonale sur
[a, b] relativement au produit scalaire (1.8) si

b
(1.10) / Om () pn () dz = {”%

1%,

0, m#n.
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Si||len|l=1,n=0,1,2,..., on dit que la suite est orthonormée.

THEOREME 1.1. Soit {©,(z)} une suite de fonctions orthogonales sur [a,D].
Si une fonction f(x) admet le développement convergent selon les vy, :

(1.11) F@) =3 anin(@),
n=0
alors les coefficients sont uniquement déterminés par la formule
1 b
(1.12) an—w/ f(@)pn(z)dx, n=20,1,2,....
DEMONSTRATION. Si
f(z) = Z ann(T) = Z bnion (@),
n=0 n=0
alors

b 00 b 0o b
[ 1@en@ds =Y an [ pulaion@)ds =3 by [ gul@hon(z) da.
@ n=0 @ n=0 @

Or le 2° membre est égal & am||pml||? et le 3° membre est égal & by, ||om || grace
a l'orthogonalité des ¢y ; donc

1 b
am:bm:W/ f(@)pm(x) dz, m=0,1,... O
Soit une suite de fonctions, @o(x), ¢1(x),. .., orthogonales sur [a, b]. Il suit de
(1.10) que les fonctions
1
(1.13) Y (r) = —pn(2)
llnll

forment une suite orthonormée. On a donc le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.1.
Sﬁn(x)
llonll

REMARQUE 1.2. Nous n’avons pas dit quelle espace de fonctions admettait
une suite orthogonale de fonctions {¢, ()} comme base. L’espace contient toutes
les sommes finies :

(1.14) {en(x)} est orthogonale = { } est orthonormée.

N
g(x) = Z anPn ().
n=0
Une fonction f(x) est dans ’espace si elle est la limite des g(x) :

IIf —gnll — 0, pour une suite {g,(x)}.

Le choix d’un espace de fonctions dépend du choix de la norme ||f — g|. On
dit que la suite orthogonale est compléte pour toutes les fonctions limites f(z)
et une fonction limite admet un développement unique selon la base orthogonale

{on(2)}-
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1.4.1. Polynémes orthogonaux sur [—1,1]. On construit directement
une suite de polynémes orthogonaux sur 'intervalle [—1,1].

EXEMPLE 1.6. Construire une suite orthogonale de polynémes P,(z) sur
[—1,1] de degré n, tels que P,(1) =1, n=0,1,2,...

RESOLUTION. Pour n =0 :

donc
Po(.I):l
Pourn=1":
Pi(z) = ax + b,
et
1 1
Oz/ Pl(x)Po(:C)d:E:/ (ax+b) x1der =20 = b=0,
-1 -1
1=P(l)=ax1 = a=1.
Donc
Pi(z) =z
Pourn =2:
Py(x) = ax® + bz + ¢,
et
1 23 22 1
O=(P2,P0):/ (ax2+bx+c)><1d:v=a§+b?+cx
-1 —1
2a
:?+2C:0 — CL:—?)C,
1 4 3 21
O:(PQ,Pl):/ (ax2+b3:—|—c)a:da::ax—+bx——|—cx—
. TN
2b
3 T
, 1 3
1=P(1)=-3cx1"+c=—-2¢c = c=-3 @=3.
Donc .
2
Pg(ac)=§(3ac -1).
De méme :

Ps(z) = % (52° — 3z).

On verra, au chapitre 8, que les P,(z) sont les polynémes de LEGENDRE. On
représente les 5 premiers P, (z) & la figure 1.6. O

On remarque que les n zéros du polynéme P, (z), de degré n, sont tous dans
Pintervalle | — 1,1[, qu’ils sont simples et qu’ils entrelacent les n — 1 zéros de
P,_1(z). Les fonctions orthogonales que nous étudierons dans ce cours jouissent
de ces propriétés.

On emploiera souvent la définition suivante.
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R
o 1)

0.5

-1
Fi1c. 1.6. Les 5 premiers polynomes de LEGENDRE.

DEFINITION 1.2. Soit une fonction f(z) définie sur les réels. On dit que f est
paire si
f(=z) = f(x), pour tout z € R,
et impaire si
f(=z) = —f(x), pour tout z € R.

Une fonction y = f(z) est paire si son graphe est symétrique par rapport a
I’axe Oy et impaire si son graphe est symétrique par rapport a 'origine. Le produit
de deux fonctions paires ou de deux fonctions impaires est une fonction paire. Le
produit d’une fonction paire et d’une fonction impaire est une fonction impaire.
Soient f(z) paire et g(z) impaire. Alors

f(x) da::2/ f(z)dx, / g(x)dz =0.
—a 0 —a
On sait que les fonctions suivantes sont paires :

1) 22, neZ

ZC2 (E4 eiw +e—im

(2) COSJ;:l_?—FI_—F”.:ﬁ’ i= /1,
2 4 eF e 7

3 hr=14+"" 4+ 4+... =

(8)  cosha =1+ 5047 + SR

et que les fonctions suivantes sont impaires :
(4) g2t nez,
. 23 20 el _ i '

(5) Slnaj:;p—g_ya__i_...:T7 Z:\/__lv
23 20 e — e~ %

6 1 h = —_— —_— D

() sinh x :17—|—3!—|—5!+ 5

On verra que les polynémes de LEGENDRE de degré pair, P, (), sont pairs
et ceux de degré impair, Py,+1, sont impairs.
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1.4.2. Famille orthogonale {cos(nmz/L),sin(nrz/L)} sur [-L,L]. On
montre que les fonctions cosinus et sinus sont orthogonales entre elles sur un
intervalle de périodicité.

Pour faciliter le calcul des produits scalaires des fonctions trigonométriques,
c’est-a-dire les intégrations, on emploiera les identités suivantes :

1
(1.15) COST COSY = i[cos (x +y) + cos (z — y)],
1
(1.16) cosxsiny = §[Sin (x 4+ y) —sin (x — y)],
1
(1.17) sinxsiny = 5[—cos(x+y)—|—cos (x —y)].

THEOREME 1.2. Les fonctions

(1.18) 1, cos%x, sin%x, n=123,...,

forment une suite orthogonale sur [—L, L].
DEMONSTRATION. On obtient facilement les relations d’orthogonalité des

cos(nmx/L) et sin(nmz/L) sur [—L, L] au moyen des identités trigonométriques
(1.15)—(1.17) =

L
(1.19) I:/ cos%xcos%xdm

L
n m-—n
71':1:> —l—cos< 7 wx)} dx

1/L{ (m—l—
== cos
2/,

=L, m=n#0,

0, m#n,
2L, m=n=0;

L
(1.20) H:/ cos%xsm%xdx

-L
I -
= §LL {sin <m—|—n7m) — sin (mL nﬂ':z:)] dx = 0;

L
(1.21) III:LLsin %xsin %xdm

1/L cos mtn + cos m-—n d
— - T T T
2 )5 L L

0, m#n,
=L, m=n#0,
0, m=n=0. O

Par le corollaire 1.1 on a la suite orthonormaée :

1 1 1
nr sinﬂx, n=123...

1.22 —, ——COS—I, ——=
AR/ A A Ay
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1.4.3. Familles orthogonales {cos(nmx/L)} et {sin(nmz/L)} sur [0, L].
On montre que chacune des familles des fonctions cosinus et sinus est orthogonale
sur un demi-intervalle de périodicité.

THEOREME 1.3. Chacune des familles de fonctions :
(1.23) {1,005%1}, {sinn%x}, n=123,...,
est orthogonale sur [0, L].

DEMONSTRATION. Puisque cost est une fonction paire, cos (—t) = cost, on a

L mm nmw
1= CcOS —x coS — T dx
L L L

L mm nmw
=2 CcoS —x cos —x dx.
0 L L

Alors par (1.19), I/2 devient :

I 0, m#n,
m n
(1.24) / cos%xcos%xdwz L o m=n#0,
0 L, m=n=0.
De méme, puisque sint est une fonction impaire, sin (—t) = —sint, alors
mm s

sin —x sin —x est paire et l'on a
L L P
L
mm nmw
III=/ sin —xsin —x dzx
I L L
L
mm nmw
=2 sin —x sin —x dx.
/0 L L

Alors par (1.21), I11/2 devient :

L mr nm 0, m#n,
(1.25) / sin T sin T%e dr=4q% m=n#0,
0 0, m=n=0 0

Les relations d’orthogonalité des cosinus et des sinus sur [0, L] seront treés
utiles dans les applications.

1.4.4. Familles orthogonales {cos((2n—1)mz/2L)} et {sin((2n—1)7z/2L)}
sur [0, L]. On montre que chacune des familles {cos((2n—1)mz/(2L)) } et {sin((2n—
1)wx/(2L))} est orthogonale sur un quart d’intervalle de périodicité.

THEOREME 1.4. Chacune des familles de fonctions :

2n — 1 2n — 1
1.26 COSM,T , sinux , n=1,23,...,
2L 2L

est orthogonale sur [0, L].
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DEMONSTRATION. Par (1.15), on a

L
2m —1 2n —1
(1.27) /0 cos( m2L )ﬂ-xcos( n2L )deac
/L{co <m n-l )—I—cos< —n )}d
= T T x
2 Jy L
)0, m#n,
B L o m=n
De méme, par (1.17), on a
L
2m —1 2n —1
(1.28) /0 sin( m2L )W:z:sin( n2L )T‘—IdI

_1/L m+n-—1 n m-—n d
=3 ; cos T ¥ cos T ¥ T

_{O, m#n,

L _
5, m=n. [

Les relations d’orthogonalité des cos((2n—1)mz/(2L)) et des sin((2n—1)7z/(2L))
sur [0, L] seront utiles dans les applications.

1.5. Développement selon une famille de fonctions orthogonales

1.5.1. Les séries de Fourier de cosinus et de sinus. Du théoreme 1.3
on déduit le développement en série de FOURIER de cosinus d’une fonction f(z)
sur [0, L] :

= nw
(1.29) f(z) zao—l—;ancosfx,
ou, par (1.12) et (1.24),

1 L
ap = — f(z)dx,
(1.30) L /0

2 L
ap, = E/o f(z)cos n%x dz,
si la série converge. De méme, la série de FOURIER de sinus f(z) sur [0, L] est

> nw
1.31 =N b, sin 2L 4,
(1.31) f(x) ; sin —
ou, par (1.12) et (1.25),
9 L

(1.32) by, = I /0 f(z)sin n%x dx,

si la série converge.

EXEMPLE 1.7. Trouver la séries de FOURIER de sinus de la fonction (V.
figure 1.7) :
f(z) =2(L — x), 0<z<L.
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y

NI -

F1c. 1.7. Fonction f(z) pour les exemples 1.7 et 1.8.

RESOLUTION. La séries de FOURIER de sinus de f est de la forme
= nw
= bn in — )
f(z) ; sin —
ou, par (1.32),
f(z)sin %x dx
(L — z)sin n%x dz
L L

L L
l——x(L—x)cos %x‘o +E ; (L — 2x) cos %xdm]

L L 2L (*
— [—(L— 2x) sin Ex‘ +— sin g da:]
L o nm /g L

4L L nm |k 412
— | —— ‘ = [cosnm — 1]

n3m3

)0 si n est pair,
| 8L2/(nPx?) si n est impair.

Alors la solution est

8L2 1 . nrm
f(x):?n:§5 —3sin—a. O

EXEMPLE 1.8. Trouver la série de FOURIER de cosinus de la fonction (V.
figure 1.7) :

flz)=2z(L-2), 0<zx<L.

RESOLUTION. La série de FOURIER de cosinus de f est de la forme

f(z) zao—l—;ancos%x,
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ou, par (1.30),

L 0
13 18] 12
L2 3] 6’
et
9 L
ap = — / (Lx — x2) cos —x dx
L Jo
2 L Lk
=7 — l(Lx —gg2) Sinn%flj’o —/O (L — 2x)sinn%xdx]
2L L k
=53 (L —2x) Cos%x‘o +2/0 COSn—ZZTUCdfC]
2L 412  nm (L
= m[(L — 2L)cosnm — Lcos0] + 3.3 80— x’o
212 n
1 G}
2L n
= S (=) -]
)0 si n est impair
| —4L?/(n?x?) si n est pair.

Alors la solution est

17

1.5.2. Les séries de Fourier—Legendre. On présente deux exemples sim-

ples de développement en série de FOURIER—LEGENDRE.
EXEMPLE 1.9. Développer le polynéme :
plr) = 2% —22° + 4o + 1

sur [—1, 1] selon les polynémes de LEGENDRE Fy(x), Pi(z),. ..

RESOLUTION. On exprime les puissances de z suivant la base des polynémes

de LEGENDRE

Py(x) = 2(31:2 —-1) = z° = % () + §P0($)7
Ps(x) = %(53:3 —32) = 2 = %Pg(.f) + gPl(x)
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-1 0 1

0 3 5 7

x

Fi1c. 1.8. Application affine de = € [3,7] sur s € [—1,1].

On évite ainsi le calcul d’intégrales. Alors

2 4 23 1 -
= EPP’(I) - gpz(ilf) + gpl(x) + gPo(a:).

ExEMPLE 1.10. Développer le polynome :
p(z) = 2+ 32 + 522

sur [3, 7] selon les polynémes de LEGENDRE FPy(x), Py (x),. ..

RESOLUTION. Appliquons z € [3,7] sur s € [—1,1] (V. figure 1.8).
Posons s = ax + b. Alors

—1=3a+b et 1=Ta4+b — a:% et b:—g.
On obtient les applications affines suivantes réciproques I'une de 'autre :
(1.33) s:x;5 et z=2s+5.
Alors

p(x) = p(2s +5)
=2+43(25+5) 4+ 5(2s +5)?
= 142 + 106s + 205>

2 1
= 142Py(s) + 106 P; (s) + 20 {ng(s) + §P0(s)] .
Donc
20 T —5 T —5 40 T —5
p(:v)—(142+§>P0< 5 )+106P1( 5 >+?P2< 5 ) O

Exercices pour le chapitre ler

Résoudre les problemes aux valeurs initiales. (Indication : substituer y(z) = e**.)
1.1. ¢y =2y =0, y(0)=3.
1.2. y" +y -2y =0, y(0)=38, v (0)=10.
1.3. ¢ +6y" +9y =0, y(0)=-2,4'(0)=T1.
14. y"+9y =0, y(0) =1,y (0)=2.
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Résoudre les problemes aux valeurs initiales pour 1’équation d’Euler—Cauchy. (In-
dication : substituer y(x) = z".)

1.5. 22y” —day’ +4y =0, y(1) =8, /(1) = 26.
1.6. 1022%y” + 46xy’ +32.4y =0, y(1) =0, 3/(1) = 2.

Résoudre par séparation de variables :

1.7, vy = yuy.

1.8, Ugz +uyy = 0.

1.9. xzuzy + 3y%u = 0.
1.10. uzy = u.

111, zu, = yuy.

Trouver la série de FOURIER de cosinus pour les fonctions suivantes.
1.12. f(z) =k, 0<z<3.
1.13. f(z) =z, 0<z <2

Trouver la série de FOURIER de sinus pour les fonctions suivantes.
1.14. f(z) =k, 0<z<3.
1.15. f(z) =z, 0<z <2

Développer les polynémes suivants selon les polyndémes de LEGENDRE Py(z),
Pl(x)v PQ(I)a etc.

1.16. p(z) =52 + 422 +32+2, —1<x <1,

117 p(z) =2® =22 +40 +1, —-1<2<2.

1.18. Montrer que le laplacien, suivant les coordonées sphériques
x=rcosfsinp, y=rsinfsing, 2z=r1rcosyp,

est de la forme
Pu  20u 1 0*u cotyp du 1 0%u

Viu=—-—+4+-—"4+ —— - - -
Y 8r2+r8r+r2 8¢2+ r2 (9go+r2$in2gp 002






CHAPITRE 2

Problémes en coordonnées cartésiennes

2.1. Probléme des ondes en dimension 1

On considere une corde vibrante de longueur L (V. figure 2.1)
— mince,

— bien tendue,

— fixée aux boutsen xt =0 et z = L.

2.1.1. Hypotheéses sur le modéle physique. Soit u(z,t), 0 < z < L et
t > 0, la position du point de la corde & distance x de I'origine au temps t. On
fait les hypotheses suivantes sur le modele physique :

(a) la densité linéaire de la corde, p, est constante,

(b) la corde est d'une élasticité parfaite et n’offre aucune résistance a la
flexion,

(¢) on néglige la gravité,

(d) les particules de la corde se meuvent verticalement parce que le déplacement
est faible,

e) la pente de la corde est faible, c’est-a-dire

1 de 1 d faible, ¢’ a-di
du
ox

également parce que le déplacement est faible.

0,

Par (b), les tensions 77 en P et Ty en @ sont tangentes a la corde et, par (d),
la composante horizontale de la tension est constante (V. figure 2.2). On a donc :

(2.1) Ty cosa =Ty cos f = T = constante.
Les composantes verticales en P et en @ sont, respectivement,

—Tysina, Tysinf.

wlir

F1G. 2.1. Corde vibrante fixée aux bouts.

21
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Fia. 2.2. Les composantes de la tension.

Selon la 2° loi newtonienne : masse x accélération = résultante,
2

0
pra—t;L =T sinf — Ti sina.

On a donc, aprés division par les trois valeurs égales de la constante obtenue
en (2.1),
pAzx 8%u _ Tosin  Tisina
T 0t2 Thcosf Ticoso
= tan 3 — tana.

(2.2)

En substituant les deux expressions

ou
, tan( = —
T

; ou

ana = —
8I x rz+Azx

dans I’équation précédente et en divisant par Az, on obtient

p&u 1 |0u

T ot2 Az |0z

z+Az

Finalement, lorsque Az tend vers zéro, on obtient ’équation des ondes en dimen-
sion 1 :

02 0? T
(2.3) —UZCQ—U, ==

ot? Ox? p

2.1.2. Les déplacements simples. Une corde vibrante de longueur L fixée

aux bouts admet une suite de déplacements simples u,,(z,t) pour t = ¢y fixé (V.
figure 2.3) :

.
ui(x,ty) = sin %

2
uz(x,ty) = sin —Wx,

L

. 3T
uz(x,ty) = sin %

. nw
un(x,to) = sin T

On s’attend donc a retrouver ces déplacements dans la solution du probleme de
la corde vibrante fixée aux bouts.
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/N A AN

0 v L

n=1 n=2 n=3

Fi1c. 2.3. Déplacements simples.

2.1.3. Résolution par séparation des variables. Considérons le pro-
bleme de la corde vibrante de longueur L fixée aux bouts, modélisé par I’équation
aux dérivées partielles (é.d.p.) :

Pu  ,0%u

avec les conditions aux limites (C.L.) :
(2.5) u(0,¢t) =0, wu(L,t) =0, pour toutt >0,
et les conditions initiales (C.I.) :
0
(2.6) u(,0) = f@), S(@,0)=g), 0<w<L.

La résolution de ce probleme par séparation des variables comporte trois étapes :

Etape 1: la séparation des variables z et ¢, ce qui donne 2 équations dif-
férentielles ;

Etape 2: les solutions simples u,, satisfaisant les C.L. (2.5);

Etape 3: la superposition u = > u, satisfaisant les C.I. (2.6).

Etape 1 : Séparation des variables. Posons
u(z,t) = F(x)G(t)
et substituons les dérivées suivantes :
N d
U = FG, Upe = F'G, 1=—, ':=—
dans I'é.d.p. (2.4)) :
FG=F'G.
En divisant par ¢2FG, on a :
1 G() _ F'(x)
2 G{t)  F(x)

On obtient ainsi deux équations différentielles, 'une pour F(z) et 'autre pour

G(t) :
(2.7) F"(z) — kF(z) =0,
(2.8) G(t) — kG(t) = 0,

ou k est & déterminer au moyen des conditions aux limites (2.5).

=k

, une constante.
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Etape 2 : Valeurs propres et fonctions propres. On résout (2.7) et (2.8) tel
que u = FG satisfasse (2.5) :

u(0,t) = F(0)G(t) =0, pour tout ¢,

u(L,t) = F(L)G(t) =0, pour tout t.

On exclut le cas G(t) = 0, correspondant a la solution nulle sans intérét (u = 0).
Donc

(2.9) F(0)=0, F(L)=0.
Les conditions aux limites (2.9) pour F' déterminent les valeurs admissibles de la
constante k dans (2.7).
(i) Sik =0, (2.7) admet la solution générale :
F(z) = ax +b.
Donc
F0)=0 = b=0
et
F(L)=0 = aL=0 = a=0;
donc sans intérét parce que u = 0.
(ii) Sik=p? >0, (2.7) admet la solution générale :
F(z) = AeM® + Be™H*.
De nouveau
F0)=0 = A+B=0
et
F(L)=0 = Ae't + Be "t =0.

On a donc le systeme homogene :

o ][5 ]=[0]

dont le déterminant est non nul :

1 1

dét|: E'U'L ei‘uL :| :e_HL_euL#O

puisque L # 0. Donc 'unique solution est la solution nulle :

Al |0
B| |0]°
Ce cas est aussi sans intérét : u = 0.
(iii) Sik = —p? <0, (2.7) admet la solution générale :
F(z) = Acospz + Bsinpz.
Alors
F(0)=0 = Acos0=0 = A=0
et
F(L)=0 = BsinpL =0.
Or B # 0, sinon u = 0; donc
sinpL = 0,
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c’est-a-dire

pL =nm
ou, pour indiquer la dépendance de p sur n, on écrit :
(2.10) pn:%, n=1,2,3,...

Puisqu’a I’étape suivante la constante arbitraire B sera multipliée par d’autres
constantes arbitraires, B,, et B}, on peut prendre B = 1; on a alors la suite de
solutions

(2.11) F(z) = sin %x n=1,2.3,...

Maintenant, on résout (2.8) avec

nm 2
i ()

c’est-a-dire

Gn+ MG, =0,
ou
CcCnm
2.12 Ap = —.
(2.12) -

La solution générale de cette derniere équation différentielle est
G, (t) = By, cos Ayt + B} sin Apt.
Donc les fonctions simples non nulles, qu’on appellera fonctions propres :

(2.13) Un(z,t) = (B cos Ant + B sin Ant) sin n—;x n=1,2,3,...,

sont des solutions de I’é.d.p. (2.4) qui satisfont les C.L. (2.5). Dans ce cas, les
nombres A, seront appelés valeurs propres du probleme (2.4)—(2.5).
Enongons la définition générale suivante.

DEFINITION 2.1. On appelle valeurs propres (ou caractéristiques) les nombres
An pour lesquelles un probleme différentiel homogene aux limites homogenes du
type (2.4)—(2.5) admet les solutions non nulles u,, (z, t), appelées fonctions propres
(ou caractéristiques). L’ensemble de valeurs propres {1, Az, ..., A, ...} s’appelle
le spectre.

Les fonctions propres et les valeurs propres varient de probléme en probléeme,
c’est-a-dire elle sont propres & un probleme donné.

En physique, u,, s’appelle le n°® mode normal; le 1°* mode normal, uy, s’ap-
pelle le mode fondamental, us la 1*¢ harmonique, us la 2¢ harmonique, ete. (V.
figures 2.4 et 2.5).

Puisque les fonctions propres (2.6) admettent les zéros suivants :

nwT L 2L n—1

sin— =0 pour x=—,—,..., L,
L non n

on voit que le n® mode normal admet n — 1 nceuds dans Uintervalle (0, L), c’est-
a-dire n — 1 points fixes ou la corde est stationnaire.

Etape 3 : Superposition des fonctions propres. Pour satisfaire les conditions
initales (2.6), on superpose les solutions simples (2.13) du probléme aux limites
homogenes d’apres le lemme suivant.
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0 LO 'LO LO

n=1 n=2 n=3 n=4

Fi1Gc. 2.4. Les quatre premiers modes normaux.

Fic. 2.5. Etude de la premiere harmonique.

LEMME 2.1 (Superposition de solutions d’un probléeme homogene). Soient u
et v deux solutions du probléme homogéne (2.4)—(2.5). Alors au+bv est aussi une
solution.

DEMONSTRATION.
(au + bv)y = augs + by = gy + bvgs = ¢ (au + bv)gy,
(au + bv)(0,t) = au(0,t) + bv(0,t) =0
et

(au + bv)(L,t) = au(L,t) + bv(L,t) =0. O

Par récurrence, toute combinaison linéaire (convergente) de solutions est aussi
une solution.

Pour satisfaire les conditions initales (2.6), on cherche une solution qui est
une somme (convergente) de fonctions propres :

(2.14) u(w,t) =Y un(,t)

= Z(B" cos Apt + B sin A,t) sin n%x
n=1
Puisque chacune des fonctions propres (2.13) est solution de (2.4)—(2.5), alors,
par le lemme précédent, la somme (2.14) est aussi une solution de (2.4)—(2.5).
On détermine les By, et les BX. En ¢t = 0, u(z,0) est une superposition de
sinus :

u(z,0) = Z B, sin %:17 = f(x).
n=1

Les B, sont donc les coefficients de la série de FOURIER de sinus de f(x). On les
obtient par la formule (1.32) :

L
(2.15) B, = %/0 f(z)sin %xdm.
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De méme, en t = 0, uy(x,0) est aussi une superposition de sinus :

ue(x,0) = Z An B sin %x = g(x).

n=1
Alors les A, B} sont les coefficients de la série de FOURIER de sinus de g(x) :
o L
AnB) = I /0 g(x) sin %x dx,
c’est-a-dire
2 L nmw
(2.16) B! = . /0 g(x) sin T2 dx.

Par (2.14), la solution du probléme de la corde vibrante (2.4), (2.5) et (2.6) en
série de FOURIER de sinus en x est :

u(z,t) = Z Up(z,t) = Z (B cos At + Bjsin \,t) sin %5177
n=1 n=1

ou les B, et les A\, B}, sont les coefficients de FOURIER des conditions initiales
f(z) et g(x) développées en série de sinus.

EXEMPLE 2.1. Résoudre le probleme de la corde vibrante :
U = CUpg, 0<ax <L, t>0,
fixée aux bouts (C.L.) :
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,
de déplacement initial triangulaire (C.I.) :
u(,0) = f(z) = {M/L’ Oca<s,
2k(L—z)/L, £ <a<L,
et de vitesse initiale (C.I.) :

3 4
ut(x,0) = g(x) = 13sin %x + 2sin %x

RESOLUTION. Puisque la corde est de longueur L et est fixée aux bouts, les
fonctions propres (2.13) sont :

Un(x,t) = (Bp, cos \pt + B sin A, t) sin %x

et les valeurs propres (2.12) sont :
enm

Ap = =2
L

Par superposition, la solution (2.14) satisfaisant les C.I. est

u(zw,t) = Z up(x,t) = Z(B" cos At + B sin A\pt) sin %x
n=1 n=1

Ent=0,ona:

u(z,0) = i B, sin %x = f(x).
n=1
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On voit que les B,, sont les coeflicients du développement de f(z) en série de
FOURIER de sinus. Alors, par la formule (1.32) :

2 L
B, = Z/o f(z)sin Tj;—wxdx

9 9% L/2 L
=—— / xsinn—wxdx—l—/ (L—x)sinn—wxdx .
L L |J, L L/2 L
On integre les deux intégrales par parties. La premiere devient :
L/2 nmw L nmw L/ L L/2 nmw
/ rsin —xdr = ——x cos —u + — cos —x dx
2 nmw n L? nmw L/
= ———COS — sin —ux
2nm 2 272 L,
L2 nm n L?  nr
= ———C0S— + ——sin —.
2nm 2 n2m? 2

Pour intégrer la seconde intégrale on ne sépare pas le facteur (L — ) puisque
celui-ci s’annule a la limite supérieure z = L ; donc

/L (L—a:)sinﬂxd:r = —i(L—x)cosE:r ’ _ L ’ cos —x dx
L/2 L nm L L2 7 J L)
L? nmw L  nrm L
=5 0085 — o gsin—w e
2 nmw .
—%cos 5 —i—msm 5
Alors,
2
B, = i—lz #251n% = %sin%,
c’est-a-dire
0, n pair,
B, = 8k/(m?n?), n=1,59,13,...,

—8k/(m*n?), n=3,7,11,15,...
Dongc, le développement de f(z) est
8k (1 . « 1 . 3 1 . 5w
fz) = = (ﬁsmzx—ﬁsmf:v—i—?smfx—---).

Pour déterminer les B} on dérive u(z,t) par rapport a ¢ :
= nm
ug(x,t) = Z(—)\an sin A\t + A By cos Apt) sin — .
n=1 L

Alors, en t = 0,
ue(x,0) = ngl AnBj sin %x

— 13sin 3%3; + 2sin %x



2.1. PROBLEME DES ONDES EN DIMENSION 1 29

O]

[oNENN o)

()

o
x

F1G. 2.6. Corde vibrante mobile aux bouts.

Comme le 3° membre est déja sous forme de série de FOURIER de sinus, on identifie
les coefficients :

MBi= 0 = B =0,
NBi= 0 = B}=0,
13
/\3B§ =13 = B; = —,
A3
* * 2
A4
)\nB;: OéBZZO, n=2>5,6,...

La solution est donc :

8k LT 8k 13 . . 3
u(z,t) = —3 Co8 Artsin A + — 33 €08 Azt + )\—33111/\315 sin —

+2.)\t,47r+8k1 )\t'57T 1 )\t'h-
/\451n4smLx — 520055smLx 72608 7tsin —x

92 L 112
ou \, = cnr/L. O

1 97 1 11w
+ — cos Agt sin —x — ——= cos 11t sin Tx + .-

2.1.4. Trois probléemes aux valeurs et fonctions propres différentes.
On considere trois exemples de cordes vibrantes donnant lieu a des fonctions
propres et a des valeurs propres différentes.

EXEMPLE 2.2. Résoudre le probleme d’une corde vibrante mobile aux bouts :
U = gy, O<z<L, t>0,
ug(0,t) = ug(L,t) =0, t>0,
et aux conditions initiales :

u(z,0) = f(x) # const., wu(x,0)=g(x)# const., 0<z<L.

REsSOLUTION. (V. figure 2.6.) On sépare les variables :
u(z,t) = F(x)G(t),
F'(z) = kF(x),
G(t) = 2kG(t).

On considere individuellement les 3 cas possibles, k =0, kK > 0 et k£ < 0.
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Lecas k=0.0On a:
F(z) = ax + b,
F'0)=a=0 = F(z)=b = F'(L)=0.
Puisque
G(t) = ct+d,
on obtient la solution
u(z,t) =ct+d (b=1).
Mais
u(z,0) =d = const. et wu(x,0)=c=const.,
ce qui contredit la restriction sur les conditions initiales. Dans ce cas, la corde ne

vibre pas mais elle s’éloigne a la vitesse c.
Lecask=p?>>0.0na:

F(z) = AeP® + Be 7.
Les conditions aux limites produisent le systéme linéaire homogene en A et B :
F'(0) =pA—pB =0,
F'(L)=pePtA—pePB =0.
Puisque le déterminant du systeme est non nul :

p -p
pePl  —pePL

5]-[o)

Donc u = 0. Ces deux cas sont sans intérét.
Lecas k= —p? <0.On a

=pler ] £0,

alors I'unique solution est

F(z) = acospzx + bsinpz,
G(t) = accos cpt + (B sin ept.

On détermine les fonctions propres et les valeurs propres au moyen des conditions
aux limites :

ug(0,t) = (—apsinpx + bp cos px) }IZOG(t) =0, t>0
= bp=0 = b=0;
ug(L,t) = —apsin (pL)G(t) =0, t>0
= pL=nm = p, =nn/L, n=123,...
Donc, les valeurs propres sont
An =cnm/L, n=1,23,...
Alors,
F,.(z) = a, cos n%r x
et
Gn(t) = ap cos At + By sin Ayt.
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F1c. 2.7. Corde vibrante mobile au bout x = 0 et fixée au bout
xz = L.

Les fonctions propres sont
Un(z,t) = (B, cos A\pt + B}, sin A,t) cos %x, n=123,...

On satisfait les conditions initiales par superposition des fonctions propres :

u(z,t) = Z un(x,t),
n=0

avec
u(,0) = 3 B cos o = f(x),
1 (L
9 L
Bn:Z/o f(w)cos%wd% n=12.3,...,
et

ue(2,0) =Y B}, cos %w = g(),

n=1

12 [*
B;:/\—nz/o g(x)cosn%:vdx, n=123,... [0

EXEMPLE 2.3. Résoudre le probleme d’une corde vibrante de longueur L
mobile au bout x = 0 et fixée au bout © = L :
Uy = gy, O<z<L,t>0,
uy(0,8) =0, w(L,t)=0, t>0,

et aux conditions intiales :

5 7
u(z,0) = 7cos %x, ut(x,0) = 2 cos %x, 0<z< L.

RisoruTiON. (V. figure 2.7.) On sépare les variables :
u(z,t) = F(x)G(t),
F'(x) = kF(x),
G(t) = kG(t).
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De nouveau, on considere individuellement les 3 cas possibles, Kk = 0, £k > 0 et
k<0 .Lecask=0:

F(z) = ax + b,
F'(0)=a=0,
F(L)=b=0

Lecas k=p? >0

alors
Al |0
B| |0}
Ces deux cas sont sans intérét puisque u = 0.
Lecas k= —p><0:
F(x) = Acospx + Bsinpz,
F'(0) =pB =0,
F(L) = AcospL = 0;

alors
T 37 57
L=— — —. ...
p 27 2 b 2 b)
T
= (2n—1)§, n=1,2,3,...;
on écrit donc :
(2n— 1)
n = T o1 :1,2,3,...
P oL "
Alors,
(2n — 1)nrw
F, =A, -
(x) cos 5T x
et

Gn(t) = ap coseppt + B sinepyt.

Les valeurs propres et les fonctions propres sont, respectivement :

ce(2n — 1)m
Ay = T =1,2,3,...,
2L "
et
2n —1
Un(x,t) = (By, cos \pt + B, sin A, t) cos %x, n=123,...

On superpose les fonctions propres :

u(z,t) = Z un(x,t),
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F1c. 2.8. Corde vibrante fixée au bout z = 0 et mobile au bout
xz = L.

pour satisfaire les conditions initiales, c’est-a-dire :

- 2n — 1
u(z,0) = Z B, cos (7127L)7Tx
n=1

5%

:7 —_—
COS2L:C
(2x3-1)m
=7 -
cos 5T T

2n — )

Puisque, par le théoréeme 1.4, les fonctions cos <( 5T x) sont, orthogonales

sur [0, L], on peut identifier les coefficients :
B3 = 77
Bn=0, n=1,2,4,5,...
De méme,
> . 2n — 1w
ug(z,0) = nzl An B, cos %x

9 T
=2cos—x
2L

(2x4—-1)m
= 2 -
cos 5T x,
et par identification des coefficients :
MBj =2,
B, =0, n#4d

La solution est donc

) 2 7
u(x,t) = 7cos At cos %x + X sin \4t cos %x O

EXEMPLE 2.4. Résoudre le probleme d’une corde vibrante de longueur L fixée
au bout z = 0 et mobile au bout z = L :

U = gy, O<z<L, t>0,
u(0,t) =0, wu.(L,t)=0, >0,
et aux conditions initiales :

7 3
u(z,0) = 3sin %x, u(x,0) = 17sin %x, 0<z<L.
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REsoLUTION. (V. figure 2.8.) On sépare les variables :
ule,t) = F@)G(2).
F'(z) = kF(z),
G(t) = EkG(t).

Sik=0:
F(x) =ax +b,
F0)=b=0,
F'(L)=a=0;
sik=p?>>0:
F(z) = AeP” + Be P7,
F(0)=A+B=0,
F'(L) = pAePt —pBe=PL =,
1 1 L L
pepL _pe—pL =D [6 P + e’ } 7£ Oa
alors
5=
B - )
donc ces deux cas sont sans intérét. Enfin, si k = —p? < 0 :
F(z) = Acospx + Bsinpzx,
F(0)=A=0,
F'(L) = pBcospL = 0;
T 3w o7
I = — 2t
p 27 2 ) 2 b)
T
=(2n— 1)5, n=1,2,3,...;
donc
_(2n—-D7
Pn = Y3 .
Alors,
. @2n—-1m
F,(x) = A, sin —————
(x) sin 57 ¢
et

G (t) = ay cosceppt + By sin epyt.
Les valeurs propres et les fonctions propres sont, respectivement :
c(2n — 1)m

)\n = ’
2L

n=123,...,

et
(2n —1)m

un(x,t) = (By, cos Apt + By sin A,t) sin 5T

x, n=123,...
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Fia. 2.9. Les caractéristiques x £ ¢t = 0 de I’équation des ondes.

On superpose les fonctions propres :
o0
u(z,t) = Z Up (2, t),
n=1
pour satisfaire les conditions initiales, c’est-a-dire :
o0
u(z,0) = ; B, sin wx

T

= 3 1 —_—
sin o
. (2x4-Dm
sin 5T x
. P . N ACI T
Puisque, par le théoreme 1.4, les fonctions sin —7 x | sont orthogonales

sur [0, L], on peut identifier les coefficients :

B, =3,

B, =0, n4.
De méme,

= 2n —1
ug(z,0) = Z An B sin %x
n=1

3

= 17sin —
sin 2Lx

. 2x2-D)m
sin 5T T,

et par identification des coeflicients :
AeB5 =17,
AnBp =0, n=1,3,4,5,...

La solution est donc

7 17
u(x,t) = 3cos \gtsin %x + N sin Aot sin %x O
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n
X = (&+n)/2
3
0
t=(-n)/(20)

F1G. 2.10. Le nouveau repaire (£,n) pour 1’équation des ondes.

2.1.5. La solution de d’Alembert de I’équation des ondes en 1 di-
mension. Soit le probleme des ondes

U = gy, —00<z <00, t>0,
aux conditions initiales

On transforme les variables indépendantes x et ¢ de 1’équation aux dérivées par-
tielles par la substitution :

&=+ ct,

n=x —ct.
Les droites

rEtct=k

sont appelées caractéristiques de I’équation des ondes (V. figure 2.9). On prend
alors pour nouveau repere (V. figure 2.10) les caractéristiques

zEct=0.
Par dérivation des fonctions composées, on obtient :
Uy = Ul + UnTle = Ug + U,
Ugg = (Ug)e€a + (Ue)nTe + (un)e&a + (un)nna
= Uge + 2ugy + Uy,

et
U = gt + Uyt = CUg — CUy,
upe = c(ug)e&s + c(ug)nne — c(uy)e&e — c(un)nme
= C2u££ - C2u£n - C2U77£ + C2u7m
= Puge — 2¢%Ugy + Pty
Alors :

Upp = Clgy —> CQUEg — 262u5n + czu,m = czu& + 202“577 + 02um7,

4ctug, = 0,
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ugn =0,
c’est-a-dire
a 9
Ugy = 8_778_5“(5’") =0.
On integre par rapport a n :
0 o 0
seuem = [ o Seule.mdn =0+ h(e) = he).

ou la constante d’intégration, h(&), est fonction de . On intégre maintenant par
rapport a £ :

uten) = | (%U(&n) e = [ ) de + v
— 2(6) T ¥(n),

ot (&) et 1(n) sont deux fonctions arbitraires qu’'on détermine au moyen des
conditions initiales. On revient aux variables z et ¢ :

u(z,t) = p(x + ct) + Y(z — ct).

La fonction ¢(z + ct) décrit une onde régressive et la fonction ¢ (z — ct) décrit
une onde progressive (V. figure 2.11). Par la condition initiale sur v on a :

u(z,0) = ¢(x) + () = f(2),
et par la condition initiale sur wu; :
ug(x,t) = ¢’ (v + ct) — e (x — ct),
ona:
ue(x,0) = e’ () — e’ (x) = g().
On obtient donc le systeme différentiel du premier ordre a coefficients constants :
o' () + ¢ (2) = f(x),
' (x) = e’ (z) = g(2),

L k-

¢ —c] [W@)]  |gl@)]

On résout le systeme algébrique par la regle de CRAMER :

fia) 1
glz) —c

1 1

c’est-a-dire

¢ (x) =




38 2. PROBLEMES EN COORDONNEES CARTESIENNES

u
f(x)
f (x+ct)/2 f (x-ct)/2
—at 0 o X

F1G. 2.11. Le déplacement f(x) au temps ¢t = 0 se répartit en
une onde progressive f(x — ct)/2 et une onde régressive f(x +
ct)/2.

On integre par rapport a x :

On a donc :

u(z,t) = o(x + ct) + P(x — ct)

1 x+ct
—§f(:c+ct)+%/0 g(s)ds+ k1
i@t~ [ gsyas ek

5 f(@—c 2% J, g(s)ds + ko

[f(x—i—ct)—i—f(:v—ct)}

1 x+ct

N =

+ g(s)ds + (k1 + ka).

% x—ct
Puisque
U(I,O) = f(.I) + kl + k2 = f(.I) — kl + k2 = O,

alors

x+ct
(2.17) u(z,t) = %[f(:v +ct) + f(z —ct)] + %/ g(s)ds.

xr
C’est la solution de d’ALEMBERT. Au second membre, les deux premiers termes
décrivent une onde régressive et une onde progressive, qui ne dépendent que de
la position initiale de la corde vibrante, respectivement au point (x + ct,0) et
(x — ct,0) et qui se propage le long des caractéristiques. Le troisieme terme ne
dépend que de la vitesse initiale sur [z —ct, x+ct] qui est le domaine de dépendance
de la solution u au point (x,t).

2.2. Probléme de la chaleur en dimension 1

Considérons une tige mince de longueur L, de conductivité thermale k, de
chaleur spécifique o et de densité linéaire p, isolée sur sa longueur (V. figure 2.12).



2.2. PROBLEME DE LA CHALEUR EN DIMENSION 1 39

Fi1c. 2.12. Tige mince de longueur L isolée sur sa longueur.

D’apres la loi newtonienne de 1’écoulement de la chaleur, la température de la tige
u(z, t) satisfait ’équation aux dérivées partielles :
k
(2.18) U = ugy, 0<ax<L, &=-—.
op
Trouver u(x,t) si la température aux bouts est zéro (C.L.) :
(2.19) w(0,t) = u(L,t) =0, >0,
et la température initiale (C.I.) est
(2.20) u(z,0) = f(z), 0<x<L.
RESOLUTION. (Trois étapes)

ETAPE 1. LA SEPARATION DES VARIABLES. Posons
u(z,t) = F(x)G(t)
dans (2.18); alors les equations

G(t E"
) _F@
2G(t) F(x)
nous donnent deux équations différentielles découplées :

(2.21) F'(z) + p*F(x) =0,

(2.22) G(t) + 2p*G(t) = 0.
Puisque la température de la tige est nulle aux deux bouts, on sait déja que

—p? =0 ou > 0 implique que u = 0.

ETAPE 2. LES FONCTIONS PROPRES. Les fonctions propres un(z,t) sont les
solutions non nulles de I’é.d.p. (2.18) et des C.L. (2.19). De (2.21) on obtient
F(z) = Acospx + Bsinpx
et de (2.19)
F0)=A4=0
et
F(L)=BsinpL=0 = pL=nm, n=12...

D’ott les valeurs de p :
nm

Pn = —F"-
L
Puisque B sera multiplié par la suite par une constante arbitraire, on peut prendre

B =1. Donc nr
F,(z) = sin T n= 1,2,...

De méme, de (2.22) on a

Gn(t) + XN2Gn(t) =0, X\, =—,
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u
sinx

0 s 2m X
F1G. 2.13. Condition initiale u(x,0) pour 'exemple 2.5.

d'ont
G (t) = Bpe nt,

On a donc les fonctions propres et les valeurs propres :

. (nmw 2 cnm
up(x,t) = By, sin (fx) e Mt )\n:T, n=123,...
ETAPE 3. On satisfait la condition initiale par superposition des fonctions
propres
. )2
u(z,t) = Zun(x,t) = Z B, sin (Tx) e At
n=1 n=1
pour que

u(z,0) = i B, sin %x = f(x).
n=1

Puisque u(z,0) est représenté par le développement de FOURIER de sinus de la
fonction f(z), alors les coefficients sont donnés par la formule (1.32) :

2 L
B"_Z/O f(a:)sin%xd:z:. O

EXEMPLE 2.5. Trouver la température u(z, t) d’une tige de longueur L = 2,
isolée latéralement, aux conditions aux limites nulles :

u(0,t) =u(2m,t) =0, t>0,
et a la condition initiale :
sinz, 0<z<m
u(z,0) = f(z) = ’ -
( )= f@) {O, T <x<2m.

Prendre ¢? = 25.

REsoLUTION. (V. figure 2.13.) Puisque la température est nulle aux bouts,

on sait que les valeurs propres sont :
cnm bnm 5n
A === —, TI,:172,3,...,
"L 2 2

et que la solution est la superposition des fonctions propres correspondantes :

u(z,t) = Z B, sin (n%x) et
n=1
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De la condition initiale, on obtient
g B, sin —:17 = f(x).

Puisque u(z,0) est représenté par le développement de FOURIER de sinus de la
fonction f(x), alors les coefficients sont donnés par la formule (1.32) :

2 27
B, = 7 f(z )sm%xdm
1 /7r . n
= — sinzsin —x dx.
v 0 2

En utilisant I'identité trigonométrique
1
sinzsiny = 5[— cos (x +y) + cos (z — y)],

on a, sin # 2,
1 s
B, = — {—COS(E-Fl)ZE—FCOS(ﬁ_l)I} dx
2T 0 2 2
1 2 . n+2
— | = sin
2w n—+2 2

2 ! ("+1) n
=— |———=sin(—= T
o | nre2om\3

Tf+ 2 .oon—=2
T sin T
0o n-—2 2

1 ./mn
sm(——l)ﬂ' .
n—2 2 }

Donc pour n pair, n #£ 2 :
B, =0.
Pourn=4k+1,k=0,1,2,..., (Cest-a-dire pour n = 1,5,9,...),

0+ 1)

- 4
w(n? —4)’
et pour n =4k +3, k=0,1,2,..., (Cest-a-dire pour n = 3,7,11,...),

1
n-i]
™

B, = 1 {— ! (+1) + L(+1)]

T n+2 2
4
= m
Enfin, pour n = 2,
By = L 7T(—cos2a:—l— 1)dx = l

2m Jo 2
La solution est donc
u(z,t) = —%_3) sin (g) 6725t/4+% sinxef%t—i-% sin <3§) eTA_. O

EXEMPLE 2.6. Résoudre le probleme de la chaleur d’une tige avec conditions
aux limites non homogenes modélisé par I’équation aux dérivées partielles :

(2.23) U = gy, 0<z <L, t>0,
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avec les conditions aux limites :

(2.24) u(0,t) = A, wu(L,t)=B, t>0,
et la condition initiale :

(2.25) u(z,0) = f(z), 0<ax<L.

RESOLUTION. On transforme le probléme en deux problémes connus. Expri-
mons u(z,t) comme la somme de deux fonctions v(z,t) et ¥(x),

u(z,t) = v(z,t) + p(z),

telles que v et 1 sont solutions de (2.23) et v satisfait les conditions aux limites
homogenes

v(0,t) =0 et wv(L,t)=0.
Alors (2.23) devient
U = C2U;E;E + 021///7
et de (2.24) on a :
0=0(0,8) = u(0,t) = 9(0) = A = 9(0) = 9(0) = A
et
0=wv(L,t) = u(L,t) = (L) = B=¢(L) = (L) = B.

Pour que v soit solution de (2.23) il faut que

1/}// — O,
donc

Y(x) = ax + LS.

On détermine « et 8 au moyen des conditions aux limites sur ¢ :

P0)=B=4 = §=4,

Y(L)=aLl+A=B = a:B—l—;A’
ce qui donne
¥(z) = BEA:v—i—A.
Enfin, de la condition initiale (2.25), on obtient
v(z,0) = u(z,0) — Y(x) = f(z) — B;Ax_A

> nw
= E A, sin —ux.
L
n=1

Puisque v est solution de (2.23) aux conditions aux limites v = 0 en = = 0 et en
x = L, alors
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0 L X
Fic. 2.14. Etat stationnaire pour ’exemple 2.6.

tana

Fia. 2.15. Les racines de l’équation transcendante tana =
—a/(hL).

La solution est donc :
B-A
L

o0
u(z,t) = ZA" sin %:17 e Mt 4 x+ A.
n=1

La série au second membre représente 1’état transitoire et les deux derniers termes
représentent 1’état stationnaire (V. figure 2.14). O

EXEMPLE 2.7. Résoudre le probleme de la chaleur d’une tige de longueur L
dans un milieu ambiant & 0°C, modélisé par le probleme

U = gy, 0<z <L, t>0,
aux valeurs aux limites
u(0,t) =0, ug(L,t) = —hu(L,t), t>0,
et aux valeurs initiales
u(z,0) = f(z), 0<ax<L.

RESOLUTION. La solution générale de I’équation de la chaleur
u(z,t) = e*CZ“Zt(A cos px + Bsin px),

obtenue par séparation des variables, doit satisfaire les conditions aux limites en
z=0etz=1L":
u(0,t)=A=0
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et
ug (L, t) = e*CZ“Zt(uB cosuL) = —h e <HiR sin p L,
d’ont
1
t L)y=—-.
an(ul) = -5
Posons

Q@
a=pul, cest-a-dire p= I
Alors « est solution de I’équation transcendante
Q
tana = ——

hL’
On approxime les racines de cette équation dans la figure 2.15. On a donc

n=1,2

COlp,
L’ ) PR

/anfa Ap = Cpin, =
Les fonctions propres sont
Un(x,t) = By sin (%x) e At

Puisque les conditions aux limites sont homogenes de degré 0 en z = 0 et de degré
1 en x = L, on obtient la solution par superposition :

t) = Z B, sin (a—lil:r) et
n=1

Celle-ci doit satisfaire la condition initiale
[e%S) o
0) = B, sin —x = .
) 1;:1 sin —2 f(x)

On détermine les B,, au moyen du développement de FOURIER de f(x) valide
parce que les fonctions

n=12...,
sont orthogonales sur [0, L], ¢’est-a-dire
(2.26) /0 sin T sin T dx =0, m # n.

On obtient donc

L
O
B, d—EB — —d— & e d
/Osm —zdx /sm rsin —axz dz /f smL:vx

Pour démontrer (2.26) on pose
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et, par intégration par parties,

L L an\2 [F
_ / y;ny; dx + (—) / YnYm dx =0,
0 0 L 0

L L am\2 [F
ynyin’ - / Y dz + (—) / Yt daz = 0.
o Jo L) J

La différence entre les deux termes intégrés est

YmYn,

Q@ Q@
Ym (L)Yl (L) — yn(L)y,, (L) = Tn sin oy, cos ai, — Tm sin av, oS
c’est-a-dire, apres division par cos a;, cos a,,

!t o) = 22 (~02) % (22
—(aptanay, —aptana,) = — (—— ) — = (——=) =0,
L L hL L hL

(%)2 — (a_m)2 /Lsina—"xsina—mxd:v =0
L L o L L -

Si m # n, alors «a,, # a,, et la derniere intégrale est nulle, ce qui démontre
Porthogonalité en question.
Donc, avec m = n,

L L
Bn_/o f(x)sina—;:rd:r//o sin2a—£:17d:17,

L

.9 Qp

sin“ —z dx =
0 L

ou

L sina,
cos” ay,

1

2

1

2 2q, cos oy,
1 L o, 9
§L — E (—E) COS™ iy,

_ Lh+ cos? ay,

(]
2h

2.3. Le probléme des ondes en 2 dimensions

On considere une membrane rectangulaire vibrante
— mince,

— bien tendue,

— fixée au bord,

— aux vibrations de faible amplitude.

2.3.1. Le modeéle mathématique. Le modele est donné par I’équation des
ondes sur le rectangle R = [0, a] x [0, b],

(2.27) U = Uy + Uyy), (2,y) € R, t >0,
avec une condition au bord
(2.28) u(z,y,t) =0 pour tout t > 0 et tout (z,y) € OR (le bord de R),

et deux conditions initiales

(229) u(ac,y,O) = f(xvy)v ut(:v,y,O) = g(x,y), (x,y) €R.
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y
ux, b,t)=0

b
uy = c20%u
u@©,y,)=0| u(xy,00=f(xy) |u@yt)=0
U(xy,0)=g(x,y)

0| uxoty=o a X
Fi1G. 2.16. Les données sur la membrane vibrante rectangulaire.

(V. figure 2.16)
2.3.2. Résolution par séparation des variables.

ETAPE 1. Pour séparer les variables on pose
u(z,y,t) = H(z)Q(y)G(t)
dans (2.27) :
HQG = c*(H"QG + HQ"Q).
En divisant par c?HQG, on a :

i) _H'G@) QW) _

2Gt)  H(x)  Qy)

On sépare 1'équation en G(t) :
(2.30) G(t)+N2G(t) =0, \=cv,
et les équations en H(x) et Q(y) :

H'(z) _ [Q"(W) , o] _ 2
L TR R
d’out
(2.31) H"(x) + k*H(z) =0,
(2.32) Q"(y) +r°Qy) =0, p*=v"—k.

ETAPE 2. On trouve les solutions de (2.31) et (2.32) qui satisfont les condi-
tions au bord (2.28) :

H(z) = Acoskx + Bsinkz,
Q(y) = Ccospy + Dsinpy,

avec

donc
H(O)= A =0,
H(a) = Bsinka =0 = kp = 0 m=1,2,3,...
a
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De méme o

C=0 et p,= o n=123,...
Donc

H,,(x) :sinmx, m=1,2,3,...,

a
Quly) =sin Ty, n=1,2,3,...
Puisque
A=cv et p>=1v%—k? Cest-adire v?=k*+p?
alors
A =c/k2 + p2,

et

A mL
mn = CTA\| — + —=.
a? b2

D’autre part, la solution générale de (2.30) est
Gmn(t) = Bmn €08 Apnt + By, sin Ay t.

On a les fonctions propres (solutions de (2.27) et (2.28)) :

mm nm
Umn (T, Y, 1) = (Brn €08 Ant + B, 810 Ay t) sin —x sin A
a

et les valeurs propres :

m?2 +n
a? b2’

2
An, = CTO

ETAPE 3. On trouve par superposition la solution

(xy, —Zzumnx%

n=1m=1

qui satisfait les conditions initiales (2.29). De la premiére de ces conditions, on
obtient

nw
(z,y,0 Z Z By sin —xsm Y= flz,y).
n=1m=1
Pour déterminer les B,,, on développe f(z,y) en série de FOURIER de sinus sur
0<z<aet0<y<b. Alors,

b a
2.33 f(z,y)sin M9csin @y drdy =
b
0o Jo

b
E E an/ smmxsinmowxdx/ sinﬂysinwydy.
a a 0 b b

n=1m=1

Donc

22 [
= —//f(x,y)sinmxsinﬂydxdy, m=123,...,n=1,2,3,...
b 0 0 a b
Enfin, on détermine les B, de la méme facon :
ou = .. mmT . mT
E(:Cuy?()) = Z Z an)\mn sin T‘TSIH Ty = g(w,y),

n=1m=1
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alors

4 b ra
B:;m:ab)\mn/o /0 g(gc,y)sin?acsinT%ydacdy7
m=1,23,...n=1,23,... [

EXEMPLE 2.8. Soit une membrane vibrante rectangulaire R bien tendue de
cotés a = b =1 fixée au bord OR :

u(x,y,t) =0, pour tout (x,y) € OR et tout t > 0,
et de conditions initiales :

u(z,y,0) = ksin(mz)sin(27y) = f(z,y),

tout (z,y) € R.
u(z,y,0) = 0, } pour fout; (z,3)

Trouver u(z,y,t) si ¢ = 1.

RESOLUTION. En se référant & la résolution par séparation des variables ci-

haut, on a
[m2 2
Amn =1 X 7 %—i—%:wm
et
o mm nm
t) = B Amnt + B, 8in A t) sin — 2 sin —y,
u(z,y,t) ;mZ:l( Cos + sin ) sin [ esin =y
u(r,y,0) = Z Z By sin(mmz) sin(nmy)
n=1m=1
= ksin(mz) sin(27y).
Alors
BLQ = k,
Bun =0, (m,n) £ (1,2),
et

B, =0,
puisque u¢(z,y,0) = g(z,y) = 0. La solution est donc
u(z,y,t) = kcos(mV/5t)sin(rx) sin(2ry). O
2.3.3. Les lignes nodales de la membrane vibrante.

DEFINITION 2.2. On appelle lignes nodales d'une membrane vibrante les cour-
bes stationnaires, c’est-a-dire fixes pour tout ¢.

EXEMPLE 2.9. Considérons une membrane rectangulaire vibrante de cotés
a =b =1, fixée au bord et de vitesse initiale nulle,

Alors les fonctions propres,

Umn (T, Y, ) = By cOS (Cﬂ' m?2 + n? t) sin(mmx) sin(nmy),
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11 12 21 22 13 31

F1G. 2.17. Les lignes nodales de la membrane rectangulaire.

uix,b,t)=0
b ( )
u, = c202u
u,y,t)=0 u(x, v, 0) =f (x,y) u@ayt)=0

0 ux,0,t)=0 @ X

Fia. 2.18. Les données calorifiques sur la plaque rectangulaire.

admettent les lignes nodales (V. figure 2.17) :

u11 = sinwzsinmy # 0 = aucune ligne nodale,

1
U1 = sinmrsin27ry =0 — y = >
1
Ug; = sin2wxsinty =0 — x = >
. . 1 1
Uge = sin 27z sin27y =0 — I—E et y:57
. . 1 2
u13 = sinwrsindry =0 = y:§ et y:§7
1
uz; = sin3rxsinty =0 — =g and z = -

2.4. Le probléme de la chaleur en 2 dimensions

On considere le probléeme de la chaleur d’une plaque rectangulaire R de di-
mensions a X b, aux faces isolées, (V. figure 2.18) :

(2.34) up = (g + Uyy), pour tout (z,y) € R et tout ¢ > 0,
de température nulle au bord OR,

(2.35) u(z,y,t) =0, pour tout (z,y) € OR et tout t >0,
et de température initiale

(2.36) u(z,y,0) = f(z,y), pour tout (z,y) € R.

RESOLUTION. On a les trois étapes ordinaires.
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ETAPE 1. On sépare les variables :

u(z,y,t) = H(z)Q(y)G(t)

et 'on pose cette expression dans (2.34) :

Gt) _H'@) Q") _ s

Gt H(z)  Qy)
on sépare I’équation en G(¢) :
G(t) = =X*G(t), I =,
et les équations pour H(z) et Q(y) :

donc
H"(z) + k*H(x) = 0,
0, p*=v-k%

Q"(y) +p*Qy) =
ETAPE 2. On trouve les solutions H(z) et Q(y) qui satisfont (2.35). Alors,
mm nw
km = —, n ==,
a P b

et
n
Qn(y) = sin Twy n=1,2,3,...
Puis résolvant ’équation pour G(t), on a

2 2

m n

— =A%t — m-_n —
Gumn(t) = B e , Amn =cCT 2 —I—b2, m,n=1,23,...
On a les fonctions propres (solutions de (2.34) et (2.35)) :
U (X, Y, t) = By sin mx sin n%y e_’\gn"t, m,n=1,2,3,...,
a

et les valeurs propres :

2 2
m n
/\mn:m'r a—2+b—2, m,n:1,2,3,...

ETAPE 3. On satisfait (2.36) par superposition des fonctions propres :

S mm nm 2
2.37 ) =3 B (_) - (_) Nt
(2.37) u(z,y,t) sin (——a ) sin -y ) e

m=1n=1

c’est-a-dire on détermine les B,,, par (2.36) :

u(z,y,0) = i ian sin (%x) sin (n_bwy) = f(x,y).

m=1n=1
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y
u(x, b) =h(x)

b

u(0,y) =f(y) 0%u=0 u(a y) = k(y)

O ux0=gx) a %
FiG. 2.19. Conditions au bord du probléme de potentiel.

Alors, comme pour la membrane vibrante rectangulaire, on développe f(z,y)
selon les sin (mmx/a) et sin (nwy/b) sur 0 <z < a et 0 <y < b. Donc

2 2 b @ . mom . nom™
(2.38) o X 6/0 /0 f(z,y)sin (Tx) sin (Ty) drdy =

0 o0 2 a 2 b
E E Bin— / sin (mx) sin (mowx) dzr —- / sin (Ey) sin (@y) dy.
== a Jo a a b Jo b b

Puisque

2 /a . /mm . /moT 0, m # my,
— sin (—x) sin ( x) dr =
a Jo a a 1, m=my,

[ () () - {07

n = no,
le 2° membre de (2.38) se réduit & Bygn,. D0l

4 b ra
Bmgne = %/0 /0 f(x,y)sin %xsin %ydzdy.

Donc, en général, B, est le coefficient de sin (mm/a) sin (n7y/b) du développe-
ment de FOURIER de f(z,y) en sin (mnmz/a) sur 0 < z < a et en sin (nmy/b) sur
0<y<h. O

REMARQUE 2.1. On voit, par (2.37), que la chaleur décroit exponentiellement
avec le temps. C’est le cas des problemes de diffusion sans source de chaleur et
de température nulle au bord.

Pour le probleme des ondes, dans les modeles idéaux considérés aux sec-
tions 2.1, respectivement 2.3, ou il n’y a pas de perte d’énergie, les positions
u(x,t), respectivement u(z,y, t), oscillent avec le temps ¢.

2.5. Le probléme du potentiel pour un rectangle

Le potentiel (ou la chaleur stationnaire), u(z,y), dans un rectangle, de cotés
a et b, satisfait I’équation de LAPLACE :

(2.39) Vu = 0.

Trouver u si le potentiel (ou la chaleur) satisfait les conditions au bord indiquées
dans la figure 2.19.
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y y
L W) =heo | vixb)=0
w(a,y)=0
w(0,y) =0 Ow=0 WO =1 ) O0%=0 v(a,y) =K(y)
0 wx0)=gx) a o] wvx0=0 a

FiG. 2.20. Les deux problemes particuliers pour w et v.

RESOLUTION. La solution sera la somme des solutions des deux problémes
particuliers,
u(z,y) = w(z,y) + vz, y),
indiqués dans la figure 2.20. On résout le 1° probléme par les trois étapes ordi-
naires. On sépare les variables :

w(z,y) = (@)Y (y),
)+

¢ (@) (y) + o(2)" (y) =
P@) VW)
o(x) ¥(y) '
On obtient deux équations différentielles séparées :
(2.40) ¢ (@) + Np(x) =0, ¢(0) = p(a) =0,
et
(2.41) P (y) = N2P(y) =

Les valeurs propres du probléme aux limites (2.40) sont
mm

)\m:_, m:1,2,...,
a
et les fonctions propres correspondantes sont
.. mm
©m(z) = sin —ux.
a

Alors i

Wi (T, y) = Ym(y) sin P
et

wm(ovy) = wm(avy) = O
La solution, par superposition,

oo
x,y) = Zwm(x Y) Zd)m sm—aj
m=1
doit satisfaire les conditions aux limites

w(z,0) = g(z), w(z,b) = h(z).

Donc la condition aux limites en y = 0,

> vul0)sin e — ),
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implique que
2 a
0n0) =g =2 [ g(o)sin "
0

a
et la condition aux limites en y = b,

Z P (b) sin —:17 = h(z),
implique que
2 a
1/)m(b) =hm = EA h(fb) sin ?I dx.
D’ott 9., (y) est solution du probléme aux limites :
Vm (O) =0m, Ym (b) = N
La solution générale de cette équation différentielle est

Y (y) = Ap cosh Ay + By, sinh Ay, y.

On détermine les constantes A,, et B,, au moyen des conditions aux limites :

¢m(0) =A, = 9m

et
Ym (D) = gm cosh A\p,b + By, sinh A\, b = Ay,
Alors,
Ry — Gm cosh A b .
Y (y) = gm cosh Ay + Sii]lh i\c::b sinh A,y
_ Gm cosh A\ b hon .
= gm cosh A\, y Smh b sinh A,y + SmhAD sinh A,y
B sinh A, bcosh A\, y — cosh A\,,,bsinh A,y n R b\
= Im sinh A\ b sinh Ab o mY:
Alors
boly) = Sinh@—l—h sinh =Y
I T G et T G

On obtient ainsi
sinh m”(b v)

o0 .
——=  mnz b sinh - . mmx
Zg n hm”b sin a +Z mSinhm—7Tb81n .
a
De méme pour 1e 2€ probleme, on a

sinh & ﬂ(a D pry S Sinh 2 py
b .
Zf" smh"” Sy +Zlknsmhn+;asm b
n=

/ fly s1n—

anE/O k(y)smany O

ou

et

53
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Exercices pour la section 2.1

2.1. Résoudre le probleme de la corde vibrante de longueur 6, fixée aux bouts, de
position initiale :

1
u(z,0) = %x(ﬁ —x)
et de vitesse initiale :
(,0) = o= sin =
ug (2, 99 sin 5 T

Prendre ¢ = 13.
2.2. Résoudre le probleme de la corde vibrante de longueur 6, fixée aux bouts, de
position initiale :
1
u(z,0) = %1(6 — )
et de vitesse initiale :
2 77T

1
ue(x,0) = ®sin A

Prendre ¢ = 13.

2.3. Soit f(t) définie sur 0 < ¢t < L. On prolonge f sur L < t < 2L par symétrie par
rapport a la droite ¢ = L. Montrer que le développement de la fonction prolongée
en série de sinus est de la forme

flit)y= gbnsinw

ol
(2n — 1)mt

b —E/Lf(t)sin_ildt n=1,2
n_L 0 2L ) — L&y

2.4. Soit, f(t) définie sur 0 < ¢t < L. Prolonger f sur L < t < 2L de telle fagon que
le développement de la fonction prolongée en série de cosinus soit de la forme
(2n — 1)t

fi) = @y, COS ————
2 o

et exprimer les a,, n =1,2,..., par une formule.

2.5. Résoudre le probleme de la corde vibrante :
U = Cuge, 0<z<L, t>0,
u(0,t) =0, wu(L,t)=0, t>0,

daz®  dax
U(CC,O) = — 72 + T,

ug(z,0) =0, O0<z<L.
2.6. Trouver la déflection u(zx,t) d’une corde vibrante si

O<zx<L,

utt:c2um, O<ax<L, t>0,
u(0,t) =0, wu,(L,t)=0, t>0,
u(z,0) =ax, wu(zr,0)=0, 0<z<L.
2.7. Résoudre :
Uy = Clge, 0<z<1, t>0,
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0,
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u
05 ¢

wlr

Fia. 2.21. Condition initiale u(z,0) pour lexercice 2.11 de la
section 2.2.

u(x,0) = 2sin7x + 3sin 3wz, 0<z <1,
ut(x,0) =0, O0<z<l
2.8. Résoudre :
U = Uz, 0<ax <L, t>0,
u(0,t) =0, wu(L,t)=0, t>0,

{h:v/a, 0<z<a,
u(z,0) =
hML—-2z)/(L—a), a<zx<L,
u(x,0) =0, 0<ax<L.
2.9. Résoudre :
utt:c2um, O<ax<L, t>0,
uz(0,t) =0, uz(L,t)+hu(L,t)=0, t>0,
u(z,0) =ax, wu(zr,0)=0, 0<z<L.
2.10. Résoudre :
Uy = Uz, 0<x <L, t>0,
u(0,t) =0, wu.(L,t) =k =const, t>0,
u(z,0) =0, w(x,0)=0, 0<z<L.

Exercices pour la section 2.2

2.11. Soit une tige mince de longueur L isolée latéralement et au bout z = L.
Trouver la chaleur u(x, t) de la tige si u satisfait ’équation aux dérivées partielles :

U = gy, 0<a<L, t>0,
avec les conditions aux limites :

u(0,t) =0, wu.(L,t)=0, >0,
et la condition initiale : 3

u(x,0) = 0.5sin YA

(V. figure 2.21). De plus, si L = 13 et ¢ = 11, calculer w en x = 7 et t = 0.1.
(Remarque : Les angles sont en radians.)
2.12. Résoudre le probleme de la chaleur :

ut:c2um, O<z<L, t>0,

u(0,t) =0, wu(L,t)=0, t>0,
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u(xz,0) = Uy = const, 0<z< L.

2.13. Résoudre le probleme de la chaleur d’une tige de longueur 6 de chaleur nulle
aux bouts et de condition initiale

1
u(z,0) = %x(ﬁ — ).
Prendre ¢ = 13.

2.14. Trouver u(z,t) et la température stationnaire
u(x) = tli)rgo u(z,t)
si
ut:c2um, O<z<L, t>0,
u(0,t) = Uy = const, u(L,t) =Us = const, t >0,
u(z,0) = Uy = const, 0<ax< L.
2.15. Résoudre le probleme de la chaleur :
U = gy, 0<z <L, t>0,
u(0,t) = Uy = const, wu,(L,t)=0, ¢t>0,
u(z,0) =0, 0<z<L.
2.16. Résoudre le probleme de la chaleur :
utZCQUM, O<ax<L, t>0,
ug(0,8) =0, wug(L,t)=0, >0,
u(z,0) = f(z), 0<x<L.
2.17. Résoudre le probleme de la chaleur :
U = gy, 0<2a<L, t>0,
u(0,t) =0, wu.(L,t)=A, t>0,
u(z,0) =0, 0<z<L.
2.18. Résoudre le probleme de la chaleur :
Up = gy, 0<a<L, t>0,
u(0,t) =0, wu(L,t)=At, t>0,

u(z,0) =0, 0<z<L.
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Exercices pour la section 2.3

2.19. Résoudre le probleme de la membrane rectangulaire vibrante, fixée au bord,
de cotés a = 3 et b = 2, aux conditions initiales :

4 5 4 9
u(x,y,0) = 7sin %x sin —ﬂ-y + 13sin %x sin —ﬂ-y,

2 2
ut(x,y,0) = 0.
De plus, si ¢ = 4, calculer u(z,y,t) au point (z,y,t) = (1.7,0.9,0.01).
(Remarque : les angles sont en radians.)
2.20. Résoudre le probleme des ondes d’une membrane rectangulaire :
Ut = P (Ugp +Uyy), 0<x<a, 0<y<b, >0,
u(0,y,t) =0, wu(a,y,t)=0, t>0,
u(z,0,t) =0, wu(x,b,t)=0, ¢>0,
u(z,y,0) = Azyla—z)(b—y), 0<zx<a, 0<y<b,
us(z,y,0) =0, O<z<a, 0<y<b.
2.21. Résoudre le probleme des ondes d’une membrane rectangulaire :
U = (Ugp +Uyy), 0<x<a, 0<y<b, >0,
u(0,y,t) =0, wu(a,y,t)=0, t>0,
u(z,0,t) =0, wu(x,b,t)=0, t>0,
u(z,y,0) =0, O0<z<a, 0<y<hb,
u(x,y,0) = Azy(a —z)(b—y), 0<z<a, 0<y<hb.

Exercices pour les sections 2.4 et 2.5

2.22. Résoudre le probleme de la chaleur d'une plaque rectangulaire de cotés
a =3 et b =2, aux faces isolées, de température nulle au bord et de température
initiale : 5 5 4 .
u(z,y,0) = 17sin ?ﬂx sin gy + 13sin %x sin gy
De plus, si ¢ = 4, calculer u(z,y,t) au point (z,y,t) = (1.5,0.7,0.02).
(Remarque : les angles sont en radians.)
2.23. Résoudre :
U = A (Ugx +Uyy), 0<z<a, 0<y<b, >0,
u(0,y,t) =0, wu(a,y,t)=0, t>0,
u(z,0,t) =0, wu(z,b,t)=0, t>0,
u(z,y,0) = Azy(a —z)(b—y), 0<z<a, 0<y<b
2.24. Résoudre le probleme du potentiel V2u = 0 dans le rectangle de cotés a = 2
et b = 3 avec les conditions au bord :

3
h(x) = 0.5sin ;I’ g(x) =0,

fly) = 0-7sin2§y, k(y) =y —y),
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2.25. Soit une plaque rectangulaire de cotés : —L <z < Let 0 <y < L, aux
faces isolées. Résoudre le probleme de la chaleur stationnaire si les conditions aux
limites sont :

w(z,0) =0, w(z,L)=0, —-L<x<IL,

u(=L,y) = u(L, y)—5OSmLy, 0<y<L.

2.26. Soit une plaque rectangulaire de cotés : —L <z < Let 0 <y < L, aux
faces isolées. Résoudre le probleme de la chaleur stationnaire si les conditions aux

limites sont :
u(z,0) =0, wu(x,L)= —L<z<L,

2.27. Résoudre le probleme du potentiel :
Uge +Uyy =0, O0<2x<a, 0<y<h,
u(0,y) = A, ula,y) =0,
u(z,0) =0, wu(z,b)=B.



CHAPITRE 3

Analyse de Fourier

3.1. Séries de Fourier

3.1.1. Définition des séries de Fourier. Les séries de FOURIER traitent
naturellement des fonctions périodiques.

DEFINITION 3.1. Une fonction f(z) est périodique de période T > 0 si
fx+T)= f(z) pour tout z réel,

et T est le plus petit nombre strictement positif ayant cette propriété. On dira
que f est T-périodique.

DEFINITION 3.2. Soit f(z +T) = f(x), pour tout z réel. Alors on associe &
f la série de FOURIER :

= nw . nm
(3.1) f(z) ~ao+ 7; (an c08 —= + by sin ffﬂ) , T'=2L,
ol
1 [E
3.2 = — d
(32) =57 | fa)s
1 [k
(3.3) a":Z/ f(:v)cosn%xdx, n=123,...,
~L
1 [k
(3.4) b":Z/ f(ac)sin%:vd:v, n=1,23,...
~L

Si la série (3.1) converge, on remplace le signe ~ par le signe =.

REMARQUE 3.1. Soit f(x) la restriction & [—L, L] d’une fonction d’une varia-
ble réelle 2 L-périodique (V. figure 3.1),

flz+2L) = f(x) pour tout z,

Si f est suffisamment lisse, la série de FOURIER de f(x) converge pour tout z € R
(V. théoreme 3.2).

DERIVATION DES FORMULES (3.2)—(3.4). On calcule ay :

L L o)
/ f(z)dx = / G0+Z (an cos n%x—i—bnsin Tx)
—-L —-L n=1

L
L o0 L i
zao/ ldz + an/ 1 x cos —xdzx

dzr

59
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Fic. 3.1. Une fonction lisse 2L-périodique

00 L
—l—an/Ll Xsinn%xdx
n=1 -

—GQX2L+0+0
:2a0L

par les relations d’orthogonalité (1.14) et (1.15). Donc

/ e
On calcule les a,, :

/LLf(:zr) cos %xdm
-/,

ag + Z (an cos

+ b, sin )
CE Sln—l'
L

mm
cos —x dz

L mm L nmw
=qay 1 X cos —x dx + E an CcOS —x cos —x dx
_ L L
n=1

nmw mm
+ E bn sm —:1: cos —x dx

= amLa - 17 25 37
par les relations d’orthogonalité (1.14) et (1.15). Donc

= — ) cos mx dzr
LJ_g
Enfin, on calcule les b,,

, m=1,23,...
/ f(z sm—xd:z:

—ao/ 1><smT:vdx+Zan/ cos—:vsm—:vdx
+Zb/ sm—:vsmm—acd:v

=b,L, m=12
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par les relations d’orthogonalité (1.15) et (1.16). Donc
1 L
b = I [L f(x)sin%:vd:v. O

COROLLAIRE 3.1 (Séries de Fourier de cosinus). Soit une fonction f(zx) et ay,
respectivement by, ses coefficients de FOURIER obtenus par les formules (3.2)—
(3.3), respectivement (3.4). Si f(x) est paire, alors les by, sont nuls et l’on associe
f ala série de FOURIER de cosinus

= nm
(3.5) f(z) ~ ao—i—;an cos —1, T=2L,
ou
1 L
w1 [ fa)

9 (L
an:f/o f(x)cosn%xdx, n=12,...

COROLLAIRE 3.2 (Séries de Fourier de sinus). Soit une fonction f(x) et anp,
respectivement b,,, ses coefficients de FOURIER obtenus par les formules (3.2)-
(3.3), respectivement (3.4). Si f(x) est impaire, alors les a, sont nuls et l'on
associe f a la série de FOURIER de sinus

> nmw
3.6 Ng b, sin —u, T = 2L,
(3.6) flx) 2 sin Lx
ot
2 L
bn—z/o f(a:)sin%:z:d:z:, n=12...

REMARQUE 3.2. La propriété suivante des fonctions périodiques pourra sim-
plifier le calcul des coefficients des séries de FOURIER.

Si f est 2L-périodique, alors, pour tout xg,

(3.7) /;DHL f(z)dx = /_LL f(z)dx..

0

Puisque
nw nw
" (& +2L) = cos 2
cos — (x4 2L) = cos 7%
et
nm nm
sin T(x +2L) =sin T
on a

/IDHL f(z) cos (%,T) dx = /L f(z) cos (%,T) dx,
~L

/:0+2L f(x)sin (%I) dz = /LL () sin (%x) da.

Ces égalités sont géométriquement évidentes puisque dans chaque cas 'aire sous
la fonction intégrée est la méme pour toute base de longueur 2L (V. figure 3.2).
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y
2
-3
|
S

-3

F1c. 3.3. La fonction f(z) continue par morceaux de 'exemple 3.1.

Voici une démontration analytique de 1’égalité (3.7) au moyen du changement
de variable

y=x+2L, xz=y—2L, dx=dy.

Dans ce cas,

/_ILO f(z)de = /Wr% fly—2L)dy = /%HL fy)dy

L L

puisque f(y —2L) = f(y). Il suit que
L L xo
[ t@de= [ f@dos [ fade
L To —L

L xo+2L
=/f@w+/ f(y) dy
o L

= /IDHL fx)de. O

Zo

ExEMPLE 3.1. Développer la fonction continue par morceaux :

r, —3<x<0,
ﬂ@—& o

, 0<z<3,

en série de FOURIER.
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RESOLUTION. La fonction f n’est ni paire ni impaire (V. figure 3.3). Donc
on pose

f(x) =ao +7; [ancos %x—l—bnsin%x .

On calcule ay :

1 3
ao—m/gf(x)dx
- 0

1 3
——/xda:+/2d:c}
6 1/-3 0
1_20 3

== |=| +2
6_2—3 0
*1_9+6*1x3*1
6] 2 602 4

On calcule a,, :

1 3
an = g/_gf(x)cos%xd:v

1 0 3
= 3 {/chos%xda@—i—/o QCOS%T:ECZ:C]
3 0 3 . nmw 3 3 0 . onm
= —|x—sin—zx +2—sin—x| — — sin —x dx
nm _3 nm 3 |y nmJj_3 3

)

2
[O —(-3) 3 sin(—nm) + b sinnm — 0+ (i) cos %x

nm nm nm

(%)2 [coso—cos% (—3)}

_ L)Q 1—(-1)" = {0, n pair,

(nm 6/(nm)?, n impair.

Enfin, on calcule b, :

1 3
by, = g/_gf(a:)sin%xdx

1 0 3
25[/_3xsinn—;xdx+/o 2sinn§xd:v]
1[ nr |° 3 nr |? 3 [0 nmw
=_|—-2r—cos—zx| —2—cos—z| + — cos —z dx
3| 37, 37, nr ),
- 2 0
1 -3 3 6 3
=-|0+ (=3) %3 cos (—nm) — — [cosnm — cos0] + [ — | sin L
3| nmw nmw nmw 3 |3
1 9 . 6 .6 3\ . ,
= g —E(—l) — E(_l) + E + (E) [Sln() — Sin (—’I’Lﬂ')]:|

—_
T

= —[=3(-1)"=2(-1)" +2]

™

3
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|
L

2 2

Fia. 3.4. Fonction prolongée en fonction paire.

:_i(_l)n+3:{ 7/(nm), n impair,

nm nm —3/(nm), n pair.

Finalement, on obtient

1 6 |1 T 1 37 1 o1
f(l’)—z—f—p|:§COS§I+§COS?I+§COS?I+...:|
17 .« 3 . 2m 7 . 3w 3 . Am
+;{ESIIlgx—ESln?x—l-gSm?x—ZSIH?I—I—...}

Comme f n’est pas continue, la série n’est pas uniformément convergente au
voisinage des points de discontinuité de f (V. le théoréme 3.1) et les b,, sont
d’ordre O(1/n) d’apres la remarque 3.3 & la section suivante. (]

EXEMPLE 3.2. Soit la fonction tente :
i) Zhy 0<t<Z,
I\ ZE(L-1), E<t<L

Développer f sur [0, L] en série de FOURIER
(a) de cosinus.

(b) de sinus.

RESOLUTION. La résolution illustrera des propriétés générales des fonctions
paires, repectivement impaires.

(a) On prolonge f(¢) en une fonction paire sur [—L, L] (V. figure 3.4) et 'on
développe en série de FOURIER de cosinus. Pour n =0 :

1 [F 2 [F
ao_i/Lf(t)dt_E/O f(t)dt

2 2k /“2 /L
— = tdt + (L—t)dt

[l



3.1. SERIES DE FOURIER 65

Pourn=1,2,...:

I 2 [*
ap, = Z/iLf(t)cos%tdt: E/o f(t)cos%tdt
L

2 2k L/2 nmw nmw
= —-— t —tdt L—t —tdt| .
LL[/O cos — +/L/2( )cosL

On integre chacune des intégrales par parties :

L/2 nm L . nr L/2 L (Y2
tcos —tdt = —tsin —t - — sin —¢ dt
0 L nmw L, nm Jo
L nw L L oox M
=——sin— 4+ ——cos —
2 2 nmwnm L |,
L? . nrm N L? ( nm 1)
= —sin— Cos — —
2 2 272 2 '
(remarque : on garde (L — t) en un seul facteur)
L L L
L L
/ (L—t)cos Stdt = —(L —t)sin—t| +— [ sin——tdt

L L . nm L2 mrt
= ———¢8in— — ——=Ccos —
nm 2 2 n2n? L L2
L?  nr L2 ( nﬂ')
= ———s¢in— — ——= (cosnm — cos —
2nm 2 n2m2 2
Alors
4k L? nm
Ay = T2,2,.2 (2cos7 —cosnm — 1) .
Pourn=1:
4k
a1=m(0+1—1):0.
Et généralement, pour :
n impair:  a, =0,
4k 16k
n= 2: a9 :W(2(_1)_1_1):_W7
4k
n= 4 a4—ﬂ_242(2(+1)—1—1)20,
4k 16k
n= 8 as —O,
16k
=10: = ——-.
" o= T2

Les b, sont tous nuls puisque f est paire; en effet,

1 L
by = Z/_Lf(t)sinn%tdtzo

puisqu’on intégre une fonction impaire sur [—L, L].
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y

|
Fia. 3.5. Fonction prolongée en fonction impaire.

Dong, si f est paire, sa série de FOURIER est une série de cosinus :

Les a,, sont d’ordre O(1/n?) d’apres la remarque 3.3 & la section suivante puisque
la fonction f(z) prolongée sur une période est continue mais pas dérivable.

(b) On prolonge f en une fonction impaire sur [—L, L] (V. figure 3.5) et on la
développe en série de FOURIER de sinus.
Les ag et a, sont tous nuls puisque f(z) est impaire; en effet,

1 L
:Z/ f(t)cos%tdtzo
-L

puisqu’on intégre une fonction impaire. De méme pour ayg.
On calcule les b,

/f sm—tdt /f sm—tdt

2 2k /W nT /
=—— tsin —tdt + (L—t)sm—tdt .
L'L [ ) L L) L

On integre chacune des intégrales par parties :

L/2 nmw L nmw Lz L [L/?
/ tsin —tdt = ——tcos —t — cos —t dt
2 ni . 2 . L/2
= ——— COS — sin —
nm 2 272 L |,
2 nmw L? T
= ———Co + sin

nm S? n2m? 7;
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f(x,~ 0)
f(x) !

eM

if(xo+ 0)

X
0 X,

Fia. 3.6. Convergence d’une série de FOURIER au point ¢ vers
la valeur moyenne m = [f(zo + 0) + f(z¢ — 0)]/2.

(remarque : on garde (L — t) en un seul facteur)

L nmw L nr ¥ L nmw
/ (L —t)sin —tdt = ——(L —t) cos —t -— cos —tdt
L? nmw L2 . mrt L
= —C0S— — —— sin —
2nm 2 n2m2 L L2
L2 nm n L2  nr
= — 0SS — + ——=sin —.
nm 2 n2m? 2
Alors :
b*4k L? .onmT 8 . nm
n ST e 2 = g sin
En général,
n pair : b, =0,
8k
’I’L:l,5,9,...2 bnzm,
8k
’I’L:?),?,ll,...: bn:—m

Le développement est donc :
£ 8k (1 . i 1 . 37rt+ 1 . 57Tt
=—|—=sin—-t— =sin—t+ =sin—t—--- |.
w2 \ 12 L 32 L 52 L
Les b,, sont d’ordre O(1/n?) d’apres la remarque 3.3 & la section suivante puisque

la fonction f(x) prolongée sur une période est continue mais pas dérivable. [

3.1.2. La convergence des séries de Fourier. Enoncons un théoréme
général sur la convergence des séries de FOURIER.

THEOREME 3.1. Soit f une fonction T-périodique, continue par morceaux. Si
f admet partout une dérivée a gauche et une dérivée a droite :

lim f(zo—h) = f(zo —0) lim f(zo+h)— f(zo+0)
h—0+ —h ’ h—0+ h

3

alors la série de FOURIER de f converge partout. Sa somme est égale a f(xo) si
f est continue en xg, sinon elle est égale a la valeur moyenne (V. figure 3.6) :

_ J(@0+0)+ f(zo - 0)
5 .
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Maintenant, on démontre un théoreme plus faible sur la convergence des séries
de FOURIER.

THEOREME 3.2. Soit f une fonction 2L-périodique. Si f(x) et f'(z) sont
continues et | f(x)] < M, pour tout x, alors la série de FOURIER de f converge.

DEMONSTRATION. Aprés deux intégrations par parties on obtient

1 [k
an = z/iLf(:v)cos Tj;—wxdx
1 L

L 1 (L
=X Ef(:v) sin n—;ac‘_L ~on f'(z)sin %xdw

L
, nmw ‘L L " nm
f'(x) cos T, T » f"(z) cos T xdr

n2m?
L L
= _TL27T2/ 1" (x) cos %xdw.
-L
Donc
_2M_ C
|an| S —n2ﬂ'2 = ﬁ
De méme
, < 2M ¢
ol < S =
Enfin,

= nm . nw =1
}ao—i—;ancosfx—i—bnsmfx < |ag| +2C;§ <oco. O
REMARQUE 3.3. On voit de la méme fagon que les coefficients de FOURIER
an et b, sont de I'ordre de 1/n*, quand n — oo, si la k® dérivée f¥)(x) de f(x)

est continue par morceaux, mais pas continue; si elle est continue, 'ordre est de
1/nk+L,

3.1.3. Le phénomeéne de Gibbs. Il faut aussi savoir qu’au voisinage d’un
point de discontinuité de f ou les limites a gauche et a droite existent, la somme
partielle de la série de FOURIER

N
nm . nw
Sn(f;x) =ao+ Z (an cos — + b, sin Tx)
n=1
oscille autour de la valeur de la fonction et la dépasse d’environ 18%. C’est le
phénomene de GIBBS qui ne disparait pas quand N augmente mais se rapproche

du saut (V. la figure 3.7).
EXEMPLE 3.3. Soit la fonction 27-périodique :
—x, —n1<zx<0,
f(z) =lz| = f(z+2m) = f(z), pour tout z.
x, 0<z<m,

Tracer f(x) sur au moins deux périodes. Développer f en série de FOURIER. Tracer
les trois premiers termes non nuls de la série de FOURIER et les sommes partielles
des deux premiers et des trois premiers termes.
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.1a8t

Fia. 3.7. Le phénomeéne de GIBBS pour les sommes partielles
Sn(f;2), N=1,2,3,4,5,10 de la fonction dent-de-scie f(x) = z,
—m < x < 7, de période 2.

A .
. ’ 3 F . ’
. ’ . ’
Y ’ E Y ’

A} ’ A Y 4
A 4 A Y ‘

A} ’ 2 r Ay ’

Y ’ . ’

A} ‘ A Y 4
. ’ P . ’

A Y 4 A} ’

\ ’ 1¢ \ ’

Y ’ . ’

A} 4 AY ’

A} ’ AY ’

AN 4 .

AY4 AY4
-7.5 -5 -2.5 25 5 7.5

F1a. 3.8. Trois périodes de f(x) de 'exemple 3.3.

RESOLUTION. On trace trois périodes de f(z) a la figure 3.8. Puisque f est
paire (V. figure 3.8), les b,, sont nuls. Puisque la fonction prolongée est continue
mais pas dérivable, les a,, sont d’ordre O(1/n?) d’apres la remarque 3.3. Comme
T =2L=2m, alors L =,
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-3 -2 -1 1 2 3
F1a. 3.9. Le terme constant ag = /2 de 'exemple 3.3.

et
1 U
ap, = —/ || cos M ¢ da
7T 7T

—T

2 s
— T cosne dx
™ Jo

—[cosnm — 1]
™m

0, n pair,

—4/(mn?), n impair.

I
—N—

La série est donc

4
f(ac):g—; 3 cosnz
n=1,3,5,...
m 4 4 32+
=_— — —cosx——CoS3T+ - .
2 7 I

On montre aux figures 3.9-3.11 les trois premiers termes non nuls de la série et
la somme des deux premiers termes a la figure 3.10 et celle des trois premiers a
la figure 3.11. O

REMARQUE 3.4. Pour les applications il est utile de se souvenir que les co-
efficients de FOURIER de f(z) sont de l'ordre 1/n? si f/(x) est continue mais
seulement de l'ordre 1/n si f’(x) n’est pas continue (V. remarque 3.3).

3.1.4. Cas particuliers de développements en série de Fourier. On
emploie certaines identités trigonométriques pour obtenir le développement en
série de FOURIER de fonctions périodiques exprimées aux moyens des puissances
de cosx et sinz.

EXEMPLE 3.4. Trouver la série de FOURIER de

COS4 x.



3.1. SERIES DE FOURIER

3.
2.
- e
~\~~ 1. "—
~ P
- .
s\ R
\\\ I,
L A "
- 7
M .
-3 -2 -1 1., 2 3
\\ ',
s\s e
~s~ _1 f’,
N---—d'

Fi1c. 3.10. Le 2° terme en pointillé et la somme des 2 premiers
termes de ’exemple 3.3.

Fia. 3.11. Le 3° terme en pointillé et la somme des 3 premiers
termes de 'exemple 3.3.

RESOLUTION. On emploie I'identité d’EULER :

e = cosf + isinb,
avec 0 =4x et 0 =x :
e = cosdx + i sindz

et

(")t = (cosx + isinz)?

2 4

= cos?z + idcos® zsinz — 6 cos® zsin? z — i cosxsin® z + sin*

= cos* 2 — 6 cos? zsin? & + sin® x + i4 cos z sin z(cos® x — sin® x).
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Alors

cosdx = cos* x — 6 cos? xsin? z + sin? z,
sindz = 4 cos® xsinz — 4 cos zsin® z,

2 2

et, par l'identité sin“x = 1 — cos” ,

cos4x = cos’ x — 6cos® x (1 — cos? ) + (1 — cos® x)?
=cos*z +6cos*x —6cos?x + 1 —2cos?x + cos* x
=8costz —8cos’z +1
=8cos’x —4cos2x —4+1
= 8cos'z —4cos 2z — 3.

On a donc la série de FOURIER :

to— Losdr+ Leos2e 42
cos” x = — cosdx + = cos2x + =
8 2 8’
qui est une série de cosinus parce que cos* z est une fonction paire. O

REMARQUE 3.5. Pour les développements en série de FOURIER on emploie
le développement de cos*x en cosnz et pour les développements en série de
FOURIER-LEGENDRE emploie le développement de cos4x en cos™ x.

EXEMPLE 3.5. Trouver la série de FOURIER de
g T
5) = cos” —s.
g(s) 13
RESOLUTION. On peut exprimer cos®z directement selon les fonctions 1,

cosx, cos 2z, etc., par la formule
cos 3z = 4 cos® x — 3cos z,

c’est-a-dire

3 1 3
cos’x = —cos3x + — cos .

4 4

Donc
(s) = 3 1 n 1 3T
g(s) = jcos gs+ S cos 1o,
Ceci est la série de FOURIER de g(s) qui est une série de cosinus puisque g(s) est

une fonction paire :
g(—s) = cos® (—1—7T3s> = cos® (%) =g(s). O

D’une facon générale, on peut trouver les séries de FOURIER de cos® o et de
sin” «, sans intégration, par les formules suivantes qui nous font passer de la base
{cos® a,sin® a} & la base {cosma, sinna}.

k

1 1
cos? a = = (1 + cos 2a), sin? o = 5(1 — cos2a),
1 1
cos® o = ~ (3 cos o + cos 3a), sin® o = 1(3 sin a — sin 3a),
1 1
cos* a = 5(3 +4cos® a4 cosda), sin'a = 5(3 — 4cos® a + cos4da).
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3.1.5. La forme eulérienne des séries de Fourier. Rappelons d’abord
quelques points de notation des nombres complexes. Notons i = v/—1. Soit a et b
des nombres réels. Alors ¢ = a + ib est un nombre complexe. On note fc = a la
partie réelle de ¢ et S¢ = b sa partie imaginaire. On note ¢ = a — b le conjugué
complexe de c.

On modifie la définition du produit scalaire pour les fonctions a valeurs com-
plexes.

DEFINITION 3.3. On définit le produit scalaire de deux fonctions complexes
u et v sur [a,b] par 'intégrale :

b
(3.8) (u,v) ::/ u(z)v(x) dz,

ol v est la conjuguée complexe de v.

LEMME 3.1. Les fonctions {ei("”/L)w}, n=0,+1,42,..., sont orthogonales
sur [—L, L] et de norme v/2L.

DEMONSTRATION. On voit que

L
/ ei(mﬂ'/L)z e*i(nw/L)x dr = 0, m 7é n,
L 2L, m =n.

La norme est la racine carrée de 2L. O

THEOREME 3.3. La forme eulérienne ou complexe de la série de FOURIER de

f(z) est

(3.9) fl@)y= Y cpeltmm/be,
ou les coefficients complexes sont
I :
(3.10) Cn = ﬁ/ f@)e /D= qe p=0,41,42,...
~L

DEMONSTRATION. Puisque la base des fonctions {ei(”“/L)z} du développe-
ment de FOURIER complexe est une famille orthogonale, le théoréme suit du
lemme précédent. ([l

Pour retrouver la série de FOURIER réelle d’une fonction f(x) a valeur réelle,
on emploie l'identité d’EULER :

e =cosz +isinz.
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Ainsi
f(a:) _ Z cn ei(nﬂ-/L)z
=co+ Z -Cn ei(nTr/L);E +ep e—i(nﬂ'/L)m:|
n=1
=co+ i _c (cos Tx + i sin E:1:) +c (cos E:1: —¢sin Ex)}
ISR L L " L L
=co+ 7; (cn + c_p) cos nL—Wx +i(cp — c_p)sin %x} .
On a donc
ap = Cop,
an =Cp +c_pn= 2Nc,, n=12,...,
bn =i(ep —c—p) = —28¢,, n=12,...,

c’est-a-dire 2 fois la partie réelle et moins 2 fois la partie imaginaire de ¢,,, puisque
C—p = Cp si f est réelle. Réciproquement,

Co = ao,
an — b
cn:%, n=12,...,
a b
c,n:%, n=12,...

En génie électrique, on emploie couramment la forme eulérienne, appelée aussi
exponentielle, des séries de FOURIER.

3.2. Série de Fourier discréte et convolution
Soit f(x) un signal 2m-périodique sur [0, 27] échantillonné en n points :

2k
(3.11) fe = f(zr), xk:%, k=0,1,...,n—1.

On veut construire le polynome trigométrique complexe :

n—1

p(x) = Z coe't®

£=0

qui interpole f(z) aux nceuds zy, :

n—1
fk=ZCgeM”, k=0,1,...,n—1.
£=0
Par l'orthogonalité des exponentielles discretes :

n—1
(3_12) Z eit2mk/n ,—im2mk/n _ {0, £ #m,

Py n, {=m,
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et un changement de I'ordre des sommations, on obtient les coeflicients ¢,, :

n—1n—1

Z fkeflmxk _ Z Z co ez(f m)zy,

k=0 £=0

— Z o Z i(l—m)2nk/n
£=0 =

= NCp.

Notons :

f=1fo,fr,-o faa]®

le n-vecteur signal. Alors la transformée de FOURIER discrete (TFD/DFT) de f,
appelée spectre des fréquences de f, est le n-vecteur

.]/[\: [ﬁ?ﬁa"'?ﬁl—l]T
ol

n—1
fm = NCyp, = Z fkeilmxk.

En notation matricielle, on a
f="Fuf,
ot la matrice de FOURIER d’ordre n, F,, = (e,k), est définies par les éléments :
ejp = e Tk = 2mik/n — ik gy =, = e Gk =0,1,...,n— 1.
R EXEMPLE 3.6. Soit le signal f = [2,4,6,8]7 en & = 0,7/2, 7,37 /2. Trouver

f= [00,01,02,03]T

RESOLUTION. On a w = e~ 2™/4 = ¢="/2 = —j. Donc e, = w'* = (—i)7* et
w® wd wd W 1 1 1 1 co 2
Af= w? wl ow? w? F= 1 - -1 T | a 4
T w? owt wh N I - | 1 =1 | | e 6
wl wd ws w 1 i -1 —1 c3 8

On vérifie que la transposée complexe de F = Fy, notée F, safisfait ’équation :

FF =41.
Donc
Fioly
=1 F
1l suit que f = F~1f se calcule sans invertir F :
Co 1 1 1 1 2 5
1 _l 1 i =1 —i 4 | | =144 -
co | 4|1 -1 1 -1 6 | -1 ’
c3 1 - -1 ) 8 —1—1
Dans le cas de n arbitraire avec
w = 6271'/71, w"” = e27ri =1,
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on écrit F' pour F), et 'on a le systeme Fc= f :

1wl w? N o i
1 U)2 w4 L. w2(n71) o - f2
1wt w2 wrn=1? Cn—1 Jn—1
On peut voir que
_ 1_—
FF=FF =nl, F1=Z2TF.
n
Alors la transformée de FOURIER discrete de f est
1 —
c=—Ff.
n

Ce processus contient la transformation de FOURIER rapide (TFR/FFT) en moins
de O(nlogn) multiplications au lieu de O(n?) multiplications.

La convolution discrete est d’une utilisation fréquente dans les applications.
Elle applique deux n-vecteurs f = [fo, f1,--- fn—1)% et g = [90,91,-- -, 9n-1]T en
un n-vecteur noté f x g par la formule suivante, ou la somme des indices j et k de
figr est prise modulo n :

fxg=[fogo+ fign-1+920n—2+ -+ fa-191, .-, foGn-1+ fign—2+ -+ fa-190]" .

Cette méthode directe requiert O(n?) multiplications.
La convolution se calcule aussi par la régle de la convolution indexconvo-
lution !régle de la suivante :

frg=nF (F'fF'g) =nF K%Ff) (%E)] ,

ou le produit de deux vecteurs se fait composante a composante. Cette regle
indirecte est rapide et ne requiert que O(nlogn) étapes.
La convolution peut se calculer par la matrice circulante

fo faoa . : fi

fi foo fa-1 - fa

C = ) f1 fo ) )
) ) : -

fn—l fn—2 . fl fO

Cette matrice est périodique puisque les diagonales inférieures réapparaissent
comme diagonales supérieures.

EXEMPLE 3.7. Calculer la convolution f * g des 4-vecteurs f et g.

RESOLUTION.
fo f3 fo fi 9o fogo + f391 + fa92 + f193

Cg= o fo f3 fa 91 | _ | J190+ fog1 + f3g2 + f293 0
fa fi fo f3 92 fago + fig1 + foga + fags |-
fs f2 f1fo g3 f390 + f291 + f192 + fogs

Les matrices circulantes C' ont des propriétés tres intéressantes. Si C est
d’ordre n, alors ses vecteurs propres sont les colonnes de la matrice de FOURIER
F =F,. On a donc

C=FAF 1.
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C’est la représentation matricielle de la transformation de FOURIER discrete :
) ¢ = F~1f est la transformée discrete de f;

2) d = F~1g est la transformée discrete de g;

3) ned = Aed, ot cd est le produit composante & composante ;
) fxg = F(ncd).

Dans les applications, cette méthode est rapide.

(1
(
(
(4

3.3. Transformation de Fourier

Soit une fonction f(z) de carré sommable ou d’énergie finie, c’est-a-dire f €
L%(R) :

(3.13) 513 = [ 1f@F b < ox.

DEFINITION 3.4. La transformation de FOURIER de f(z) € L?(R) est définie
par la formule

(3.14) Fw) = flw) = [ e p)da
On dit que f(w) est la transformée de FOURIER de f(z).

Si f € L2(R), alors f(w) € L2(R) par lidentité de PLANCHEREL (V. Dexer-
cice 3.18) :

(3.15) /_| |2d:c——/ )2 do.

DEFINITION 3.5. Soit f(w) € L%(R). La transformation inverse de FOURIER
de f(w) est définie par la formule

(.10 L A L

On dit que f(z) est la transformée de FOURIER inverse de f(w)

Si f(z) est sommable, c’est-a-dire f € L*(R) :

(3.17) I = [ T @) da < oo,

— 00
alors f(w) est uniformément continue et, par le lemme de RIEMANN-LEBESGUE,
Flw)—0 quand |w| — 0.

La transformation de FOURIER représente la fonction f(x) par f(w) dans
le domaine des fréquences w et f(w) est Pamplitude (complexe) du signal en la
fréquence w.

On présente quelques exemples de transformées de FOURIER qui sont impor-
tants dans les applications.

EXEMPLE 3.8. Trouver la transformée de FOURIER de la mesure (fonction)
de DIRAC §(z).



78 3. ANALYSE DE FOURIER

RESOLUTION.
flw) = / e wr(z)de = >0 =1. O
— 00
EXEMPLE 3.9. Trouver la transformée de FOURIER de 'impulsion décroissante
paire :

(3.18) fl@)y=e=l a>o0.

RESOLUTION.

oo
—zw;ﬂ —a\w\ dr

—o0
0

/ —zw;ﬂ €% dx +/ e—iww e~ 9%
0o 0
/O

(a—iw)z d(E—f—/ 7(a+zw)x dx
0

r= =00

e —(atiw)z

a—iw)T
[l ol
=00 (a+iw)

a—zw

=0

a—iw a+iw a2+w2

EXEMPLE 3.10. Trouver la transformée de FOURIER de 'impulsion décroissante
impaire :

(3.19) f(z) = { el

—e x <0,

RESOLUTION.

0 0o
f((AJ) _ _/ e*iwz eax dx +/ e*iwz efaz dx
0

0 oo
— _/ e(afiw)z dx _|_/ ef(aJriw)z dx
—o0 0

B |:e(a—iw);ﬂ =0

x e—(a—i—iw);ﬂ
(@ —iw)|,__ [—(a—l—iw)

1 1 21w

a—iw a-4+iw a? + w?’

=00

=0

EXEMPLE 3.11. Trouver la transformée de FOURIER de la fonction

1 x>0
3.20 =s = ’ ’
(320) f(z) = sgn(@) {_1, "
RESOLUTION. Par I’exemple 3.10,
~ —2i 2
f(w) = lim — wo_ O

a—0 @2 —+ w? o E
EXEMPLE 3.12. Trouver la transformée de FOURIER de la fonction identité :

(3.21) flz) =1.
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RESOLUTION. Par I’exemple 3.9,

f(w)zlimizo, si w#0.

a—0 a2 + w?

Pour déterminer f(w) en w = 0, on integre f(w) :

o0 2 o0
/ 4 dw = 2 arctan E‘ =27,
a

2 2
oo Ot W oo

pour tout a méme si f approche 0. Il suit que

-~

f(w) =27é(w). O

EXEMPLE 3.13. Trouver la transformée de FOURIER de la fonction d’HEAVISIDE :

(3.22) f(z) = {1’ w0,

0, x < 0.

RESOLUTION. La fonction d’HEAVISIDE est la somme des fonctions des exem-
ples 3.11 et 3.12 divisée par 2. On a donc
~ 1
w)=7m(w)+ —. O
Flw) = m8(w) + —
Un des buts de I'analyse transformationnelle est de représenter certains opé-
rateurs d’une fagon simple.
On voit que la dérivation en = dans le domaine du temps devient une mul-
tiplication par iw dans le domaine des fréquences. En effet, par intégration par
parties, on a :

(3.23) F(f)(w) = /_00 e~ f!(2) dx
= e f(@)|
= iwF(f)(w),

ou le terme intégré est nul en +oo du fait que f(w) — 0 avec w — oo si
f(z) € L*(R).

De méme, la dérivée f’(w) de f(w) dans le domaine des fréquences provient
de la multiplication par —iz dans le domaine du temps :

+ / h e Wi f(x) d

oo —00

o0

(3.24) %A(w) = flw) = / e (—iz) f(z) dx

— 0o

= F(—izf(z))(w).

DEFINITION 3.6. L’espace S(R) de Laurent SCHWARTZ des fonctions infi-
nement dérivables & décroissance rapide est I’ensemble des fonctions f(x) qui
satisfont les inégalités suivantes :

(3.25) 2™ f®) ()| < Cpuie < 00, pour tout m, k > 0.

On voit que f € S implique que f®*)(2) — 0 quand 2 — oo pour tout
k=0,1,2,...
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THEOREME 3.4. La transformation de FOURIER est une bijection de S(R)
sur S(R), c’est-a-dire
f(z) € S(R) si et seulement si  f(w) € S(R).
DEMONSTRATION. Par (3.24) et (3.23) le produit par —iz et la dérivation
d/dz dans le domaine du temps deviennent respectivement la dérivation d/dw et
le produit par iw dans le domaine des fréquences. Le résultat suit par intégration
par parties ou tous les termes intégrés sont nuls en +oo. On a :

) = [ e cinf @ s

et
(iw)™ f*) (w)‘ = ’/ et — [(—iz)* f(2)] dz| < Cpu,
oo T
puisque f € S. Il suit que fe S. La réciproque se fait de la méme fagon. O

Puisque l'espace S(R) est dense dans I'espace L?(R), c’est-a-dire toute fonc-
tion f € L*(R) est la limite d’une suite de fonctions f,, € S(R) dans la norme de
L?(R), il suffit de démontrer les résultats dans S et de passer a la limite. L’avan-
tage de travailler sur des fonctions en S, c’est que la dérivation de tout ordre et
I'intégration par parties fonctionnent bien.

La convolution est une autre opération importante en analyse transforma-
tionnelle.

DEFINITION 3.7. Soit f et g de carré sommable. La convolution de f et de
g, notée f x g, est définie par la formule :

(3.26) o) = [ fala=v)dy
On dit que f est convoluée avec g.
On voit que la convolution est commutative :
frg=gx*f

En effet, par le changement de variable s = x — y, on a ds = —dy et

(f*g)(x) = /fo fWg(x —y)dy
= [ s sgts) (-
-/ " g(s)f(x— s) ds

— (9% )(a).

La convolution dans le domaine du temps devient le produit ordinaire dans
le domaine des fréquences.

THEOREME 3.5. Soit f,g € L2(R). Alors
(3.27) F(f=g) = F(f)F(9)-
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DEMONSTRATION. Par définition de la transformée de FOURIER de la convo-
lution, on a :

Frgw) = /Oo Ca [/Oo fWg(z —y)dy| dz

(on peut interchanger 'ordre d’intégration si f, g € L*(R))

/ / FW)a(e —y) e ddy

(posons  —y = s et dr = dy)

- ) | als) e dsdy

= /_Z eV f(y) dy /_Z e g(s) ds
= fw)gw). O

De la méme facon, on peut montrer que
(3.28) FUFxg)=2n(F'F)(FG).

EXEMPLE 3.14. Montrer :

(3.29) Flemo') = \/Ee—wz/““), a> 0.

a

RESOLUTION. Par définition et par intégration par parties, on a :

f(w) = / e~iwro—az’ gu.

— 00
= —1 ¢—iwwg—ar®| ™ + i b e T (—2ax) e dy
—iw —o0  dw J_o
2a ;
=—— e " (—ix) e " dy
w J_o
2a N
=—— f'(w).
% fw)

On obtient donc ’équation différentielle séparable :

_20/.]/[\/(“]) = Wf((AJ),

d’onu
aj 1
Fooo2a
lnf(w):——w2—|—k1,
flw) = ke /G

Pour déterminer la constante k on pose

k:AO _ > —i0x —am2d _ ﬁ
(0) /_Ooe e x \/:

par 'exemple suivant. (Il
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EXEMPLE 3.15. Montrer :

(3.30) / e dy = \/g a>0.

RESOLUTION. On procéde par changement de variables. Soit la substitution :
T =rcosb, y =rsinf,
d’out

2?4+ =12, dxdy = rdrdb.

I’ = / emoe’ d:c/ e’ dy

_ (e e] /OO —a(12+y2) d(E dy

r=-+o00 0=2m
r= 0=

r=-+4oo
=27 e~ dr
=0

Ecrivons

2 |00

—ar

1
T—e
2a

0

2
T
.

On obtient donc la réponse en prenant la racine carrée :

1=\% o
a

De la méme fagon, on peut montrer la formule suivante :

1
(3.31) F e ®") = 5 \/? —*/Ga) g 50,
o

EXEMPLE 3.16. Résoudre I’équation de la chaleur :
(3.32) U = gy, u(z,0) = f(z), —co <z <00, t>0.

RESOLUTION. La transformée de FOURIER de I’équation de la chaleur par
rapport a la variable x est une éqation différentielle séparable en ¢ avec parameétre
w:

Us(w, t) = A (—iw)*u(w, t).

On integre cette équation et 'on emploie la transformée de FOURIER de la condi-
tion initiale :

On a donc :
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Le second membre est le produit de deux fonctions de w, donc sa transformée de
FOURIER inverse sera une convolution par les formules (3.27) et (3.31) :

u(z,t) = (f_lf(w)) x F-1 (e—c2w2t)

1 ™ ° —(z—1)2/(c?
- /%/7 Fly) e~ @010 gy

1 ° 2 2
- - f(y) e~ /(€ gy O
Vdmrc?t /—oo

REMARQUE 3.6. Puisque
u(z,t) — f(x) quand ¢ — 0+,
on voit que le noyau de lintégrale, K(x — y,t), tend vers la mesure de DIRAC
(fonction de DIRAC), 6(z — y), quand ¢ tend vers 0+, c’est-a-dire

K(z —y,t) = e~ @D 55—y

1
Vamc?t
quand t tend vers 04. On vérifie que l'intégrale du noyau sur —oo < x < oo est
égale a 1 au moyen du changement de variable

T—y
§ = , dy = —2¢V/t ds.
2cv/t 4

Alors

1 o0 2 2 1 o0 2
—(x—y)? /() o, — _ —s
e /_Ooe dy = e /_Ooe 2¢v/t ds

1 /°° ey
AV B
=1

par lexemple 3.15. De plus, K(x — y,t) est positif et son support tend vers le
point & — y quand ¢ tend vers 0+. Donc K (z — y,t) — 6(z — y) quand t — 0+.

En mécanique quantique, le principe d’incertitude d’HEISENBERG affirme
qu’on ne peut mesurer simultanément la position xf(z) et le momentum f'(z)
d’une particule avec la méme grande précision. Il en va de méme pour f(x) et
f(w) Par exemple, le support de f(x) = §(x) est de longueur nulle, z = 0, mais
celui de f(w) =1 est de longueur infinie, —oo < w < oo.

Notons W, et W, la demi-largeur de f(z) dans le domaine du temps et de
f(w) dans le domaine des fréquences :

_ 2 lf (@) dx 27 _ (W) dw

(3.33) VoD =TFwpaw VW) JIf@)Pde

ou l'on integre de —oo a +00. On a alors le théoréme suivant.

THEOREME 3.6 (Principe d’incertitude ’HEISENBERG). Pour toute fonction

f(x)7
(3.34) W2(HW2(F) =

N =
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DEMONSTRATION. Par I'inégalité de SCHWARTZ et I'identité de PLANCHEREL

de 'exercise 3.18 :
(3.35) ] | st@rwa < ([ leropar) ([~ ir@rar).
([ leropa) (5 [ wfera)

On integre le 1°” membre de (3.35) par parties :

%) 00 2
. —[m —f(;) dx.
Le terme intégré est nul si f(x) € L2R. De nouveau par l'identité de PLANCHEREL
de Dexercise 3.18 :
2
([T f@)? /°° f(x)®
= (/_OO > dz 2 dz

] | st@re s
_ ( /Z f(;)? dz) (% /O; f(;ﬁ dw) |
On a donc :

(15 (& [ 257 )5 ([ roes) (3 e

Le théoreme suit en multipliant les deux membres de cette inégalité par 27 et en
prenant la racine carré. O

N

— 0o

(3.36) / T o @) () do = [x %@2

Exercices pour la section 3.1
Trouver la série de FOURIER de
3.1 f(t)=|t] sur —2<t<2.

3.2. g(s) = cos? ;S sur —7<s<T.

(Indication : cos4a = 8cos* a — 8cos? a + 1 et 2cos? a = cos2a + 1.)

Tracer chacune des fonctions données et trouver sa série de FOURIER.

-k, -L<xz<0,
3'3'f(x)_{ k O<ax<L

34. glt)y=¢t, —-1<t<l.
3.5. h(z)=2% —L<z<L.

2, —3<x<0,
2, 0<z<3.
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y

0 0
-7t 0 T2 T X

F1a. 3.12. La fonction f(x) de lexercice 3.7.

3.7. Trouver la série de FOURIER pour la fonction suivante (V. figure 3.12) et
tracer le graphique de la somme des 3 premiers termes.

0, —7<x<0,
fl@)y=141, 0<z<3,
0, %<$§7T.

3.8. Répondre a la question de I'exercice 3.7 pour la fonction

flr)=xz+z|, —-m<z<m.

3.9. Montrer que les coefficients ¢,, du développement de FOURIER complexe de
f(x) sont imaginaires purs si f est impaire et réels si f est paire.

3.10. Trouver la série de FOURIER complexe de la fonction périodique

fl@)=2, —-nm<z<m, flz+2n)=/Ff(z).

3.11. Répondre a la question de I’exercice 3.10 pour la fonction

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

flxy=¢€* —rm<z<m flz+2m)=f(x).

Exercices pour la section 3.2
Trouver la transformée de FOURIER ¢ = F ! f des vecteurs :
f=[,111"  f=[n010" f=[1,-1"
Trouver la transformée de FOURIER inverse F'c des vecteurs :
=110  f=J0,0,1,0", f=[2,4,68".
Ecrire la matrice unitaire U = Fy/ V4 d’ordre 4 et vérifier que la gidme
et la 31™¢ colonnes sont orthogonales. Trouver U 1.
Trouver la convolution discrete (périodique) de [1,2,3]% et [3,3,1]T.
Trouver la convolution de f = [1,1,1,1]7 et g = [1,0,1,0]” et leurs

transformées c et d, le produit composante a composante cd et la trans-
formée inverse F(4cd).

Soit f = [4,2,0,2]T. Calculer ¢ = F~1f. De plus calculer f * f par la
regle de la convolution et vérifier le résultat par la convolution directe
(périodique) de f convoluée avec f.
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Exercices pour la section 3.3

On suppose que toutes les intégrales convergent absolument. On emploie la
fonction d’HEAVISIDE :
0, t <0,
1i(t) = {

1, t>0.

On note f(z) la conjuguée complexe de la fonction f(z).

3.18. Démontrer I'identité de PLANCHEREL :

| l@rde= o [ i

3.19. Démontrer I'identité de PLANCHEREL :

[ s & [ fomia

3.20 Démontrer I'identité de PLANCHEREL :

/ O:O f@ie = [ O:O F)g() dz.

Trouver la transformée de FOURIER des fonctions suivantes.

1, si —b<ax<b,

0, sinon.

3.21. f(x) = {

1 i —b
322.f(x)={’ Slob<E<t
0, sinon.
—az . 0
3.23. f(x)_{e N}
0, sinon,
e, si —b<x<ec,
3.24. f(x) = .
0, sinon.
iax i —b
395 f(x):{e , s% <z <ec,
0, sinon.
3.26. f(z) = L 4> 0
T
Montrer les formules suivantes.
e*iwa _ e*iwb
327. Flly(z—a)—14(b—2)]= ———, a<b.
w
3.28. F [zhe "1 (z)] = M s
(a + iw)k+1’

1
3.29. F [ﬁ} = el gl
a“+x



EXERCICES POUR LA SECTION 3.3

-~

3.30. F [/:f(:c) dx} _ % +ed(w).

1

3.31. Ff(z—d)] = e:”de(w).

3.32. F [e™f(2)] = f(w — d).

87






CHAPITRE 4

Problemes en coordonnées sphériques

4.1. Le probleme du potentiel pour une sphere

Soit u(R, 0, p) = (0, ¢) la distribution du potentiel électrique sur une sphere
S de rayon R. On veut déterminer le potentiel u a U'intérieur de S et le potentiel
u* a lextérieur de S. On fait I’hypotheése suivante sur le modele physique : le
potentiel est borné a l'intérieur de S et nul a l'infini.

4.1.1. Le modéle mathématique. Le potentiel u(r, 8, p) satisfait I’équa-
tion de LAPLACE a l'intérieur et a l'extérieur de la sphere,

(4.1) V2u =0,

c’est-a-dire pour 7 < R et r > R, et satisfait sur la sphere la condition aux limites

(C.L.)

(12) u(R,0,0) = £(6,9).

De plus

(4.3) u est bornée a l'origine (r =0)

et

(4.4) v =0 alinfini (Tli_)r{)lo u*(r,0,¢) = 0) .

Le probleéme consiste a trouver le potentiel u(r, 8, ), r < R, a 'intérieur de S et
le potentiel u*(r, 0, ¢), r > R, & Pextérieur de S (V. figure 4.1).

Il est naturel d’exprimer le laplacien V2 en coordonnées sphériques (V. sec-
tion 13.8) :

2 1 cot ¢ 1 1
72 sin? ¢

(4.5) Viu = up + - Up + —5 Upp + 7 Uy + Ugp

r2

P=P(r, 6, §)

Fi1G. 4.1. Repere sphérique et sphere S.

89
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ou

x =rcosfsinp, r >0,

y=rsinfsingp, 0<6<2m,
Z =1TCosp, 0<p <.
Dans ce cours, on se restreindra au cas simple ou la fonction f au bord ne

dépend que de ¢ :
(4.6) (R0, ¢) = f().
Il est alors raisonnable de supposer que les potentiels u et u* ne dépendent pas
de 0 :

u=u(r,p), u*=u*(r ).
Ainsi ugg = 0, ce qui simplifie le laplacien :

1 cot ¢

2
(47) T2V2u = T2 Upy + ;ur + ﬁuﬁa#} + T—QU‘P

i(sin puy,) =0.

_ 9 (2
o (rFur) + sin ¢ Jp

4.1.2. Résolution par séparation des variables. On réduit 1’équation
de LAPLACE & un systeme d’équations différentielles par séparation des variables.
Posons

u(r, ) = G(r)H(p)

d [ 5dG 1 d (. dH
. (r %) H+ sinng@ (smc,o%) =0

et divisons par GH :

1d [ ,dG 1 d i dH i
— | " — = - 1m Y—- = K.
G dr dr Hsinpdp 7 dy

Alors on obtient deux équations différentielles, une en ¢ :

1 d dH
- — (singo—) +kH =0,
sin ¢ dy dy

dans (4.7) :

(4.8)

et I'autre en r :

1d [ ,dG\

Cette derniere équation est une équation d’EULER, appelée aussi équation d’EULER—
Caucny :

(4.10) r?G" +2rG’ — kG =0,
qui admet des solutions de la forme r. En effet, écrivons
k=n(n+1), n=0,1,2,...,
ol la notation anticipe le résultat, et substituons
G(r) =r“
dans I’équation (4.10) :

ala —1)r?r* 2 4 2arr*~t —n(n + 1)r* =0,
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c’est-a-dire
r*loa(a—1)4+2a —n(n+1)] =0.
Puisque r n’est pas identiquement nul, on obtient I’équation algébrique du second
degré en v :
ala—1)+2a—n(n+1) =0,
qu’on met en facteurs :
o +a—-nn+1)=(a—-n)a+n+1)=0.

Ainsi I’équation d’EULER admet, pour chaque n, les deux solutions indépendantes :

1

(4.11) Gn(r)=1r", G (r)= P

Pour résoudre (4.8), avec k = n(n + 1), on pose :

(= G =)
W = COoS , == %z—smgo .

Comme
4 _dwd .9
dp  dp dw Y aw
on a
1 d d

sin ¢ do T dw
Alors (4.8) s’écrit :

d [ ., dH
~ (—sm 30%> +n(n+1)H =0.

Pour compléter le changement de ¢ a w on utilise I'identié

sinp =1 — w?.

On obtient donc p p
H

— (1 —w?)=— HH =0

(-5 ) s i =0,
ou
d’H dH
Cette équation est I’équation de LEGENDRE, qu’on étudiera en détail au cha-
pitre 8. D’apres le corollaire 8.1 et la remarque 8.1, pour que les solutions H,, (w)
de (4.12) et leurs dérivées H/ (w) soient bornées en w = +1, il faut et il suffit que
n=0,1,2,... Dans ce cas,

H,(w) = P,(w) = P,(cosyp), n=0,1,2,...,
ou P,(z) est le polynéme de LEGENDRE de degré n.

Donc les solutions w, = H,(cosp)Gn(r) et ul = Hy(cos )G (r) de I'équa-
tion de LAPLACE (4.7) sont

(4.12) (1—w?)

(4.13) un(r, ) = r"Py(cosp), n=0,1,2,...,
et

N 1
(4.14) ul(r, @) = mPn(coscp), n=0,1,2,...,

a des constantes multiplicatives pres. Pour ce probleme, les u,, et les u), sont les
fonctions propres et k, = n(n + 1) les valeurs propres.
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Enfin, on obtient par superposition la solution intérieure, bornée a 1’origine :

(4.15) u(r, ) =Y Anr"Py(cosp)
n=0

et la solution extérieure, nulle & l'infinie :

oo

* Bn
(4.16) u(r,p) = Z mPn(cos ©).
n=0

On se sert de la condition aux limites (4.6) pour déterminer les A, et les B,

u(Ry, ¢ ZA R P,(cosp) = f(),

o0

fﬂ&@=25%&@wbﬂw
1

n=0

Mais, avant de passer au développement de f(y) en série de FOURIER-LEGENDRE
selon les polynémes de LEGENDRE P, (cos ¢), qui forment une famille orthogonale
avec le poids sin ¢ sur [0, 7], comme on verra & la section suivante, on présente
des exemples simples ol f(¢) s’exprime immédiatement en série de FOURIER—
LEGENDRE.

EXEMPLE 4.1. Soit une sphere de rayon R et de potentiel f(y). Trouver les
potentiels u(r, ¢) et u*(r ) dans les 3 cas suivants :

(a) R=3, f(¢) =
(b) R=5, f(p )—COSSD,
(C) R=T, f(SD) cos® ®-

RESOLUTION. (a) R=3, f(v) = 1. Pour la solution intérieure :

u(3, ) = i An3" Pp(cos ) = fp) =1=1x Py(cosp);
n=0

donc

A030:1:>A0:1, An3n:O:>An:0, n=12

et
u(r,p) =1 x Py(cosyp) = 1.

Pour la solution extérieure :

oo

W) = 3 o Paleos) = f(p) = 1= 1 x Pofeos):
n=0
donc
%:1 — By = 31511:0 — B,=0, n=1,2
et 5
w(rg) =2
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R=5, f(p)=cosyp. Pour la solution intérieure :
u(5,p) = Z Apb" Py (cosp) = f(p) =cosp =1 x Py(cosp);
n=0
donc
A5 =0, A5t =1, A,5"=0, n=2.3,...,
et

1
u(r, o) = 5T1P1(cos ) = gcos ®.

Pour la solution extérieure :

o0

* Bn
u*(5, ) = prn(ms%’) = f(p) = cosp =1 x Pi(cos p);
n=0

donc

By Bi B, _

5 =0, ﬁzl, 5n+1_0’ n=23,...,
et

52 52

u(r,p) = r—2P1(cos p) = 13 COS®.
R =1, f(p) = cos? p. On exprime d’abord 22 au moyen des polynomes
de LEGENDRE :
1, ., , 2 1
Py(z) = B (322 —1) = 2*= ng(z) + gPO(Z)-

Pour la solution intérieure :

u(7, ) = Z A, TPy (cos o) = f(p) = cos? ¢

n=0

1 2
= gPO(cos ¥) + ng(cos ®).

donc
1 1
1407—§$A~0:§7 A17:O:>A1:0,
2 2 1
2 n _
A27—§:>A2—§Xﬁ, AnT =0, n=3,4, )
et
1 72
u(r, ) = gPo(cos ©) + 3 X ﬁPg(cos )
1 2 7'2 2
:§+§ ﬁx2(3cos 30—1)
I N N
T3 3 mtEeny
On vérifie :
11 7 7
U(7780)=§—§X§+ﬁCOS2<P=COSQ<P=f(SD)
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Fi1a. 4.2. Deux spheres S; et Sy de rayon R; et Ro et les poten-
tiels u, v et u*.

Pour la solution extérieure :

* - Bn
u*(7,¢) = Z mPn(cos ) = fp) = cos’ ¢
n=0

1 2
= gPo(cos ©) + ng(cos ®);

donc
BQ 1 1 Bl
— =5 = By=-x7, —=0= B; =0,
73 0 72 '
By, 2 2 .
=5 = B=gxT, —5=0= B,=0, n=34...,
et
“(r, ) 1><7—|—2><73P(cos)
u(r,p) == X —+ = X —
RO S R 7
1 7 2 7 9
:§X;+§ 3 (3cos®p —1)
On vérifie la réponse obtenue :
. 1 7 2 7 )
u(7,<p):§><?+§><%2(3cos p—1)
1 1
=§—§+COS290=f(<P) 0

4.2. Le potentiel pour deux sphéres concentriques

Considérons les spheres concentriques S1 et Sy de rayon, respectivement, Ry
et Ro, 0 < R; < Rs. Soient u le potentiel dans Si, v le potentiel entre S; et Sy
et u* le potentiel hors Sy (V. figure 4.2), qui satisfont les conditions aux limites

(4.17) u(Ri, ) = v(Ri,9) = f(p)
et

(4.18) v(Ra, ) = u*(Ra, ) = g().
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Le probleme consiste & déterminer les potentiels :
u(r,p), 0<r <Ry,
U(T, </7)a Ry <r < Ry,
u*(r,¢), r > Ro.

RESOLUTION. Le potentiel satisfait ’équation de LAPLACE aux points qui ne
sont pas sur I'une ou l'autre sphere :

V2u(r,p) =0, r< Ry,
V2u*(r,0) =0, 7> Ry,
V2u(r,0) =0, Ry <7< Rs.
4.2.1. Le potentiel a ’intérieur de la petite sphére. Puisque le poten-

tiel g(p) sur Sy n’influence pas le potentiel u et que u est bornée, en particulier
u(0, ¢) a origine, alors, par (4.15),

u(r, ) = Z Apr™ Py(cos @)

n=0

et, par (4.17),
(4.19) u(Ri, ) =Y AnRiPa(cosg) = f().
n=0

Employons la relation d’orthogonalité (V. le théoréme 8.4) :
1
0
(4.20) / Pu(2)Pu(z)dz =14, 7~
-1 InF1 m=n,
qui, apres le changement de variables :
xr =cosp, dr=—sinpdp,

r=—-1 = =7, =1 = p=0,

devient :

(4.21) / P, (cos ) Py (cos ) sinpdp = 0,2 m#n,
0 S, M=

Alors

/ ()P, (cos ) sinpdp = Z A, RY / P,,(cos ) Py, (cos @) sin @ dp
0 0 0

2
= Ap R ——.
1 2mg + 1
Donc,
n 2n+4+1 [T .
(4.22) AR} = 5 f(@)Pn(cosp)sinpdp, n=0,1,2,...,
0

d’ou A,.
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4.2.2. Le potentiel & ’extérieur de la grande sphere. Puisque le po-
tentiel f(p) sur S7 n’influence pas le potentiel u* et que u* — 0 avec r — oo,
alors, par (4.16),

o0

* B’n«
ut(r,p) = Z mPn(cosw)
n=0
et, par (4.18),
* - Bn
(4.23) u*(Ry, @) = Y an(cos ®) = g(p).
n=0 2
Donc, comme au paragraphe 4.2.1 :
By, 2 1 (7 .
(4.24) e % / g(p)Pp(cosp)sinpdp, n=0,1,2,...,
2 0

d’ou B,.

4.2.3. Le potentiel entre les deux spheéres. Puisque les potentiels f(p)
et g(p) influencent v et que 0 < Ry < r < Ry < 00,

Zan " P (cos @) —|—Z ] P, (cos ).

Or, par (4.17),

v(Ry, ¢ Z (anR" R"'H) P,(cosp) = f(p);
n=0
donc, par (4.19)
00 . bn
(4.25) Z (aan + R ) (cos ) Z A, R} P, (cos ).
n=0

De méme, par (4.18),

o b,
o(Rap) =Y (R2 ; RnH) Pa(cos ) = g(¢);
2

n=0
donc, par (4.23),
(4.26) Z an Ry + Tt P, (cos ) = Z an (cos ).
n=0 2 n=0 2

Puisque les P, (cos¢) sont orthogonaux sur [0,7] avec le poids sine, et par
conséquent, indépendants, on peut identifier les coefficients dans (4.25) et (4.26).
On obtient alors le systeme linéaire :

anRY + RnJrl = A, RY?,
bn B,
an Ry + W = W’
pour n =0,1,2,... Puisque Ry > Ry, le déterminant de la matrice du systeme
1
RY 7| |an A, R}
B’Vl
RS’ ﬁ bn R;L+1
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Fia. 4.3. Deux spheres S; et S5 de rayon 7 et 13 et les potentiels
u, v et u*.

est non nul :
Ry Ry Ry R
R;l-‘rl R;H_l R?-HR;—H

7 0;
alors la solution (ay, b,) est unique.

REMARQUE 4.1. En général,

u(r, @) # u(r; @) +u'(r; ¢)

parce que

u(Ry, ) +u™(Ry,¢) = f(p) +u"(Ru, ) # f(0),
u(Ra, @) +u™(Rz, p) = u(R2, ) + g(v) # g(p)-

97

EXEMPLE 4.2. Trouver (en volts) les potentiels u dans la petite sphere Sy,
u* & Pextérieur de la grande spheére Sy et v entre les deux spheres (V. figure 4.3),

pour
Rl = 7Hl, R2 = 13m,
flp) =cos2¢ Vsur S1, g(p) =5V sur Ss.
RESOLUTION. (i) Dans S1. — On rappelle les identités :

cos 2p = cos? @ — sin? ¢

=2cos?p—1
et
1,05 9 2 1
Py(z) = 5(390 —-1) = 2= ng(:C) + gPo(x).
Donc

4 2
cos2p = §P2(cos ©) + gPo(cos ) — Po(cosp)

1 4
= —§P0(cos ©) + ng(cos ®).
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(iii)
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Alors

u(T,9) =D AT Py(cos ) = f(p)

n=0
1 4
= —gPo(cos o)+ ng(cos ©).

En identifiant les coefficients :

1
A =—- = A= —3
4 1
A= — = Ay=-x =
2 2 3 X 725
et
Ap =0, n=134,5,...,
on obtient
1 4 2
u(r, p) = —gPO(cos ®) + 3% %Pg(cos ©)
1 4721,
=-3 + §ﬁ§(3ms v—1).
A Textérieur de Sy, —
N 5 x 13
u (Tv <P) - r 9
puisque, comme a 'exemple 4.1(a),
B
1—§=5, ou By=5x13.

Entre Sl et SQ. -

oo . bn
v(r, @) = Z <anr + r"+1) P, (cosp).

n=0

72 7—13 as -
132 L5 bo

Enfin, pour n # 0,n # 2 :

™ i a 0 a
7nEL n o n —
L s - le] = L]

Donc

O win
| E—
N

Il

ag = 11.2222, ay = —0.0013,
bo = —80.8889, by = 479.0166,
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P=P(R 6, ¢)

Fia. 4.4. Un point P en coordonnées sphériques sur une sphere
de rayon R.

et

80.8889
r

v(r,p) =11.2222 —

+ (—0.0013r2 +

479.0166 \ 1
T) 5(3COS2QD—1). ]

Puisque les problemes de température stationnaire satisfont les mémes équa-
tions que les probléemes de potentiel, on les résout de la méme fagon.

4.3. La température u(y,t) d’une sphére mince

On résout un probléme de chaleur sur une surface dans 1’espace. Ce probleme
fait intervenir les polynémes de LEGENDRE.

EXEMPLE 4.3. Trouver la température u(6, p,t; R) d’une spheére mince de
rayon R (V. figure 4.4), isolée & lintérieur et a 'extérieur et de température
initiale

u(0,9,0; ) = f(p).
RESOLUTION. Puisque f est indépendante de 6, on suppose que la solution
u=u(p,t; R)
est aussi indépendante de 6.
On exprime ’équation de la chaleur en coordonnées sphériques :
up = V2

2

= m (uyp sinp),,.
Si I'on pose
u=F(p)G(t)
dans cette équation, on obtient deux équations différentielles :
R2 G(t) 1

C_QG(t) B sin F(¢) [FI(SD) SingpLa — k2.

La solution de I’équation en ¢ est

k
Gt;R) =™ A=2.
(R =e", R
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Si dans ’équation en ¢,

1 d dF
— |singp—| + E*F(p) =0
sin o dy [Sm 4 dy ] + (¥) ’
on transforme la variable indépendante :
w = cos i—d—wi——sin A4
B 4 de  dp dw Y dw
on obtient
d . o dF 9
-—— |- —_— k*F =
7o [ sin wdw} + 0,
d dF
o [(1 —w?) %} +nn+1)F =0, k*=n(n+1),
d’F dF
qui est ’équation de LEGENDRE. Cette équation admet des solutions bornées sur
[—1,1] si et seulement sin =0,1,2,..., (V. le corollaire 8.1 et la remarque 8.1).
Donc

F,(w) = P,(w) = P,(cosgp), n=0,1,2,...
On a les valeurs propres :
nn 1),
et les fonctions propres :

Un(p,t; R) = Py(cos ) e_’\it, n=20,1,2,...

Finalement, on obtient la solution par superposition des fonctions propres :
u(p,t; R) Z anPp(cosp)e e At

On détermine les a,, au moyen d’un developpement de la condition initiale :
u(p,0; R) Z an P (cosp) = f(p)

en série de FOURIER—LEGENDRE. Alors les coefficients sont :

2 1
G, n—|— /f n(cosp)sinpdp. O

Exercices pour le chapitre 4
Trouver les potentiels (en volts) intérieur et extérieur, u(r, p) et u*(r, @), pour les
spheres de rayon et de potentiel respectifs suivants.
41. R=05m, f(p)=sin?p V.
42. R=20m, f(p)=10cos®p —3cos’>p—5cosp—1V.
43. R=17m, f(p)=-cos3p V.
4.4. Soient deux spheéres concentriques S7 et So de rayon :

Ry =3m et Ry =>5m,
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F1G. 4.5. Spheres S; et Sy et températures u, v et ©u* pour 'exer-
cice 4 du chapitre 4.

et de température
F(@) = (cosp)°C et g(p) = (cos” ¢)°C.
Trouver les températures stationnaires (V. figure 4.5)
u(r,p), u'(r,p) et wv(re),
a l'intérieur de S7, a 'extérieur de S et entre les deux spheres.

4.5. Soient S; et Sy deux spheres concentriques de rayon Ry =3 m et Ry =4 m
et de potentiel respectif (en volts) :

flo)=14cosp V et g(p)=sin’¢ V.
Trouver les potentiels

u(r,p), 0<r<3 alintérieur de S,

u*(r,p), 4<r<oo alextérieur de Sy,

v(r,), 3<r<4 entre Sy et Ss.
4.6. Trouver la température u(p,t; R) d’une sphere mince de rayon R = 5 isolée
a l'intérieur et a U'extérieur et de température initiale

u(p,0;5)) = cos® .

Prendre ¢ = 3.






CHAPITRE 5

Approximation en norme quadratique

5.1. Développement de Fourier généralisé
Tout d’abord on rappelle la notation 1.1 et la définition 1.1.

DEFINITION 5.1. Soit {¢n}, n = 1,2,3,..., une suite de fonctions définies
sur [a,b] et orthogonales relativement au produit scalaire

b , B
(5.1) (Pms on) = / om(T)pn(z) do = {"pm” , m=mn,
e 07 m 75 n.
On note
(52) HSDWH = ((pnu Spn)lm

la norme L?[a,b] de (). On associe & une fonction f définie sur [a, b] la série de
FOURIER généralisée

(5.3) f@) ~ > cnpnla),
1
1 b
(5.4) Cp = W/a f(@)pn(x) da.

Si la série (5.3) converge dans la norme L?[a,b] :

2

/ab (f(:c) - ian%(;ﬂo dr—0, siN— oo,

on remplace le signe ~ par le signe =.

5.2. Approximation en norme quadratique

On veut maintenant approcher une fonction f(z) en norme quadratique sur
[a,b] par une combinaison linéaire de fonctions orthogonales :

9(w) = a1p1(x) + -+ anpn(z),

qui minimise la forme quadratique :

b
(5.5) E(ay,...,an) = / lg(z) — f(2)]? dz.
On cherche donc le minimum sur aq,ag,...,ayN :
b
(5.6) min FE(ay,...,ay) = min / [9(x) — f(2)]? da.
al,...,aN al,...,aN a

103
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THEOREME 5.1. L’approzimation en norme quadratique de f(x) sur [a,b] par
la fonction

9(x) = arp1(2) + -+ anen(2)
est la série de FOURIER généralisée de [ tronquée aprés le N¢ terme :
9(@) = crp1(x) + -+ enon (@),
ot les ¢, sont les coefficients de FOURIER généralisés de f(x) donnés par (5.4).

DEMONSTRATION. Puisque E est une forme quadratique, son minimum existe

et est unique. Au minimum, la dérivée par rapport a ar, k =1,..., N, est nulle :
ok
0=-—
(9(%
0

b
= %/@ [a1o1(x) + - + appr() + -+ anpn (2) — f(2)]* da

b
= 2/ [ar1(z) + - + arpr(z) + -+ aneon(z) — f(2)]er(x) da.
Par (5.1), on a
b b
[ aa@ra@d= [ o) .
Donc \
o= o [ F@)enta) de

est le k¢ coefficient du développement de FOURIER généralisé de f selon les 1,
V2, ... (I

EXEMPLE 5.1. Approcher une fonction f(x) quelconque sur [—1,1] par

g(x) = agPo(x) + - - - + a7 Pr ().

RESOLUTION. Les polynomes de LEGENDRE, Py(x), Pi(z),... satisfont sur
[—1,1] les relations d’orthogonalité :
1 2 2
Py|* = ) =n,
(Py ) = / Pon(@)Pa(2) da = 4 1Pl =z m=mn
1 0, m #n.

Pour approcher f(z) en norme quadratique sur [—1, 1] par
g(x) = agPo(x) + - - + a7 Pr(x),

c’est-a-dire calculer :

min / l9(z) — f(@))? dr,

ao;---,a7 J_q

il suffit de développer f(x) en une série de FOURIER—LEGENDRE,

)= 3 enPula), em = / (@) P (@) da,
m=0 -1

et de prendre les 8 premiers termes,

ap = Ck, kZO,...,7. ]
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EXEMPLE 5.2. Calculer les trois premiers termes du développement de FOURIER—
LEGENDRE de la fonction
flx)y=¢e* 0<z<1.

RESOLUTION. Pour utiliser 'orthogonalité des polynémes de LEGENDRE on
transforme le domaine de f(z) de [0,1] & [—1, 1] au moyen de la substitution

1 1
§=2 <x — 5) , Clest-a-dire x = % + 3
Alors,
fla)=e"=e*2 =3 "q, P,(s5), -1<s<1,
m=0
ou

2m+1 (!
A, = m2—|— / e(9/2p, () da.
-1

On calcule d’abord trois intégrales par récurrence :

1
Ioz/ es/zds:2(el/2—efl/2>,

1
1 1 1
11:/ se®/?ds = 2se’/? —2/ es/? ds
—1 —1

—1

—9 (61/2 T 6*1/2) — 21,

— 221612,

1
12:/ s2e5/2 ds = 252 ¢5/2

-1

=2 (61/2 + 671/2) — 41,
=10e'/%2 — 26 1/2.

Il suit que

1
ao =3 e'?Iy =e— 1~ 1.7183,

0 — gel/zh — —3e+9~ 08452,

5 1
g = - e1/25(312 —Iy) = 35e— 95~ 0.1399.

On a donc 'approximation
F(z) ~ 1.7183Py(2x — 1) + 0.8452P; (22 — 1) + 0.1399Py(22 — 1). O
EXEMPLE 5.3. Approcher le polynome f(z) = 2 + 3z + 422 + 32 en norme
quadratique sur [—1,1] par p(x) = a + bx + cx?.

RESOLUTION. Pour un polyndéme, on obtient facilement, et sans intégration,
I’approximation en exprimant les puissances de x au moyen des polynomes de
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LEGENDRE, qui sont orthogonaux sur [—1, 1],
Po(x) =1 = 1:P0(I),
Pi(z)=2z = x=Pi(x),

Py(x) = %(33:2 —-1) = 2% = % o(x) + ;PQ(I),
Ps(z) = %(5:173 —3z) = 2% = gPl(x) + %Pg(il?).
Alors
4 8 9 6
= (2 + %) Py(z) + (3 + g) Py(z) + gPQ(I) + ng(x).

Par le théoréme 5.1, on tronque le développment de f(z) apres le terme en P ()
puisque la base {1, z, 22} est équivalente & la base {Py(z), Pi(z), P2(z)}. Donc
10 24 8

0 24 8 1, .,
-+ oo xsBP -1
3+5x+3><2(3x )

24
:2—|—€x+4x2. O

REMARQUE 5.1. Voici une seconde fagon, plus longue, de résoudre I’exemple
précédent. On développe p(x) selon les polynémes de LEGENDRE

p(z) = aPy(x) + bPi () + §P0(:C) + %Pg(:v)

= (a+ g) Py(x) + bPy(w) + %Pz@v

et I'on indentifie les coefficients de ce développement avec ceux du développment
de f(x) en (5.7). Alors on obtient le systeme linéaire suivant, qu’on résout de bas
en haut :

ot ooyt 20 o 104,
3 3 3 3 3 7
9 24
b=3+-=b=—,
*s 5
2c 8
= =C =4,
33 °°¢

On obtient de nouveau le développement tronqué de f(z).

EXEMPLE 5.4. Soit f une fonction 2L-périodique (f(z 4+ 2L) = f(z) pour
tout z). Approcher f sur [—L, L] en norme quadratique au moyen de la série de
FOURIER partielle :

N
glx) =ap x 14 n;l (ancos %x + by, sin n—;:ﬂ) .
RESOLUTION. Par (1.14-1.16), les fonctions

nmw . nT
1, COST,T, smfzv, n=1273,...,
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sont orthogonales de normes au carré :

L
(1,1) :/ 12dx = ||1]]? = 2L,
L

et
L
/ cos2%xdx:L, n=12,...,

—L

L
/ sinzn—wxdx:L, n=12,...
L L

Alors, par le théroréme 5.1,

1 L
%zéff;fmma

1 L
an:ELLf(x)cos%xdx, n=12 ...,

1 L
b, = ELLf(x)sin%xdx, n=12 ...,
et g(z) est le développement de FOURIER de f(x) tronqué & n = N. O

REMARQUE 5.2. L’espace L%[a,b] est 'ensemble des fonctions f(x) de carré
sommable (au sens de LEBESGUE) sur [a, b], c’est-A-dire de norme L?[a,b] finie.
Cette norme est définie par la formule (5.2). Une famille de fonctions {¢n,}n>1
définie sur [a, b] est compléte dans L?[a, b] si, pour tout f € L?[a,b], le produit
scalaire nul, (f,¢,) = 0 pour n = 1,2,3,..., implique que f = 0 sur [a,b].
Si {¢n}n>1 est une famille orthogonale complete de functions de L?[a, b], alors,
pour tout f € L*[a,b],

2

b N
/ (f(il?) - Z Cn</7n(x)> dr — 0, avec N — o0,
a n=1

ou les coefficients ¢,, sont définis par la formule (5.4). On peut montrer que la
famille de fonctions

est complete dans L2[—L, L].

5.3. Une application : la quadrature gaussienne

On obtient facilement la formule de la quadrature gaussienne a n points au
moyen des polynémes de LEGENDRE. On considére n = 2 et n = 3.

EXEMPLE 5.5. Déterminer les 4 parametres de la quadrature gaussienne a 2
points :

[jmm:wmnwm»
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RESOLUTION. Par symétrie, on prévoit que les noeuds sont opposés, z; =
—x9, et les poids sont égaux, a = b. Puisqu’on a 4 parametres, la formule est
exacte pour les polynomes de degré 3 et, par 'exemple 5.3, il suffit de considérer
les polynémes Py(z),..., P3(z). Comme Py(z) = 1 est orthogonal & P,(z), n =

1,2,...,ona
1
(5.8) 2= / Py(z) de = aPy(x1) + bPo(x2) = a + b,
~1
1
(5.9) 0= / 1x Pi(z)dx = aPy(x1) + bPy(z2) = azxy + bxa,
~1
1
(510) 0= / 1 x PQ(LL') dr = G/PQ(:El) + ng(l‘g),
~1
1
(511) 0= / 1 x Pg(i[:) dr = an(:El) + bP3(£L‘2),
~1

Pour satisfaire (5.10) on choisit 1 et z2 tels que
Pg(l'l) = Pg(l‘g) = 0,
c¢’est-a-dire :

1
Py(z) = 5(3gc2 —1)=0= —21 =22 = —= = 0.57735027.

Sl

Alors, par (5.9)
a=b.

De plus, (5.11) est automatiquement satisfaite car Ps(z) est impair. Enfin, par
(5.8),

a=b=1.

On a donc la formule de GAUSS a deux points :

(5.12) /11f(a:) do = f <—%) +f <\/i§) .

EXEMPLE 5.6. Déterminer les 6 parametres de la quadrature gaussienne a 3
points :

1 @) dr = af (o) + b 2) + f (z3).

RESOLUTION. Par symétrie, on prévoit que les noeuds extrémes sont opposés,
r1 = —x3, et zo = 0, les poids extrémes sont égaux, a = ¢, et le poids central
dépasse les deux autres, b > a = c. Puisqu’on a 6 parametres, la formule est
exacte pour les polynomes de degré 5 et, par 'exemple 5.3, il suffit de considérer
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I base Py(x),.. ., Ps(x)
(5.13) 2 /_11 Po() d = aPy (1) + bPy(w2) + cPo(as),
(5.14) 0= /_11 Py(x) dx = aPy(x1) + bPy(22) + Py (23),
(5.15) 0= /11 Po() dx = aPs (1) + bPy(w2) + cPa(s),
(5.16) 0= /11 Py(z) de = aPs(z1) + bPy(x2) + cPs(x3),
(5.17) 0= /11 Pu(z) e = aPy(z1) + bPy(x2) + cPi(x3),
(5.18) 0= 1 Ps(z) dr = aPs(x1) + bPs(x2) + cPs(z3).

—1

Pour satisfaire (5.16), prenons pour z1, 2, 3 les 3 zéros de

~

1 1
Ps(z) = 5(51:3 —3z) = 53:(51:2 —3),

3
—I] = T3 = \/; = 0.774596 7, To = 0.
Alors (5.14) implique
\/ja + \/70 =0=a=c

c’est-a-dire

109

donc (5.18) est satisfaite puisque Ps(x) est impair. De plus, par la substitution

a = ¢ dans (5.15), on obtient
1 3 1 3
a,§<3><g—1>+b( 2>+a—(3><5—1)—0,
c’est-a-dire

(5.19) 4a—5b+4a=0 ou 8a—5b=0.
Maintenant, de (5.13) on déduit
(5.20) % +b=2 ou 10a+ 5b= 10.

Si I'on additionne la seconde expression de (5.19) et de (5.20), on obtient

10 5
= — =2 =0.555;
18 9 ’

alors
10 8
b=2— — =—
9 9

Enfin, on vérifie que (5.17) est satisfaite. Puisque

= (.888.

1
Py(z) = g(35954 — 302% + 3),
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on a
5x 1 9 3 8 3 2x5/(315-450+75\ 8 3
2 35%x - —30x - 43)+oxo= °x?
ngs( 25 X5+)+9X8 9><8( 25 )+9X8
2x5  (—60) 8x3
= X +
9x8 25 ' 9x8
—24424
9x8

On a donc la formule de GAUSS a trois points :

1
(5.21) /_1f(:v)d:v=gf<—\/§>+§f(0)+gf< g) O

REMARQUE 5.3. On a normalisé I'intervalle d’intégration des quadratures de
GAuUss sur [—1,1]. Pour intégrer sur [a,b] on emploie le changement de variable
déja utilisée a ’exemple 1.10 :

x:(b—a)t;—b—i—a, dac:(b;a) it

/abf(a:)dar— b;a/_11f<(b—a)t2+b+a> "

EXEMPLE 5.7. Evaluer
/2
I:/ sinx dx
0

par la formule de GAUSS a 2 points.

Alors

RESOLUTION. Posons

Ent=—-1,z=0et, ent=1, 2 =m/2. Donc
1
t
I %/_lsin(wz_w)dt
% [1.0 x sin (0.105 667) + 1.0 x sin (0.394 347))]
=0.99847.

Q

L’erreur est 1.53 x 1073, O

REMARQUE 5.4. La quadrature gaussienne est la formule la plus précise pour
un nombre de points donné. L’erreur pour la formule & n points est

2 2" (n!)?
@2n+ 1) | (2n)!

2
EBu(f) = ] FeE), —l<e<l.

Cette formule a n points est donc exacte pour un polynome de degré 2n — 1.
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Exercices pour le chapitre 5

5.1. Approcher g(x) = 1+ 222 + 32 + 42 en norme quadratique sur [—1,1] au
moyen de
p(z) = a + bx + cx?.

Calculer les trois premiers coefficients non nuls du développement de FOURIER—
LEGENDRE de f(z) sur [—1,1].

0, -1<z<0
5.2. =< ’
/(@) {x, O<z<l.
5.3. f(z) =€”, -l<z <1
5.4. Soit

22, —l<z<0,
T, 0<z<l,

et
p(z) = a + bx + cx?.
Trouver, au dix-millieme pres, les valeurs de a, b et ¢ qui minimisent la forme

quadratique
[ b s e

De plus, tracer f(x) et p(z) sur le méme graphique.

(Indication : Prendre les trois premiers termes du développement de f(z) selon
les polynomes de LEGENDRE.
5.5. Evaluer I'intégrale

1
I:/ (52° 4 42 + 323 + 222 + x + 1) dx,
-1

par la formule de GAUSS & 3 points; calculer la valeur exacte de I et calculer
Perreur de la valeur approchée.

5.6. Evaluer :
1.5 )
Iz/ e " dx,
0.2

par la formule de Gauss a 3 points.

5.7. Obtenir la formule de GAUSS a 4 points.






CHAPITRE 6

Problemes en coordonnées polaires

6.1. Le probleme des ondes

On considere une membrane circulaire vibrante de rayon R, bien tendue et
fixée au bord. Le probleme des ondes donne lieu & I’équation aux dérivées partielles
(V. figure 6.1) :

uy =2V, 0<r<R, 0<60<2m t>0,
avec la condition au bord :
u(R,0,t) =0,
et les conditions initiales :
u(r,0,0) = f(r,0), ur,6,0) =g(r0),
auxquelles on ajoute I’hypothese physique :
u(r,0,t) bornée, 0<r <R, t>0.

On emploie le laplacien en coordonnées polaires (1.2) (voir le lemme 1.1) :
1
ViU =y + ~uy + —5 Uoo-
r r

6.1.1. Résolution par séparation des variables. On se restreint au cas
simple suivant : on suppose que f et g sont fonctions de r seulement ; par consé-
quent il est raisonnable de supposer que la solution v = u(r,t) n’est fonction que
de r et de t. Alors ugg = 0, et 'on a I’équation aux dérivées partielles :

1
(6.1) Uy = 2 (um« + —ur) ,
r

Fig. 6.1. Membrane circulaire de rayon R et un point P de
coordonnées polaires (r, §).

113
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avec la condition au bord :

(6.2) u(R,t) =0,
et les conditions initiales :

(6.3) u(r,0) = £(r),
(6.4) us(r,0) = g(r).

ETAPE 1. On résout (6.1) par séparation des variables (voir 'exemple 1.5).
On pose
u(r,t) = W(r)G(t)

dans (6.1) : )
G(t W (r 1W'(r 9
czé&) - W(Sﬂ)> Ty W((r)) ==k
d'ont
(6.5) Gt)+N2G(t) =0, \=ck,
et
(6.6) wW"(r) + %W’(r) +E*W(r) =0.

ETAPE 2. On satisfait la condition au bord (6.2). On transforme la variable
indépendante par la substitution :

1 k
s=kr, —=-—.
r s
Alors dw  dWw d dW
s
W=—="—""—k—
dr ds dr ds
et )
aw
W=kl
ds?
Donc (6.6) devient
dPW k2 dW
k? — kW =
ds? + s ds *
et, en multipliant cette équation par s?/k?, on a
d?w dW
2 aW o
752 + s Is + s*W = 0.

C’est ’équation de BESSEL :

2
xzﬁ—i—x@—i—(af—uz)yzo

dx? dx
avec v = 0, dont la solution générale est (V. figure 6.2) :
W(S) = Cljo(S) + CQYO(S),

ou Jy(s) et Yp(s) sont les fonctions de BESSEL d’ordre zéro respectivement de
1¢ et de 2° espece. Par I'hypothese physique, u(r,t) = W (r)G(t) est bornée a
Porigine, 7 = 0; donc c2 = 0 et

(6.7) W(r) = Jo(s) = Jo(kr) (1 =1).
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3

a,

.~
WA

%

[\ S
N

F1G. 6.2. Les fonctions de BESSEL d’ordre zéro Jy(s) et Yy(s).

La condition (6.2) implique :
W(R) = Jo(kR) = 0;

donc
kmR=qan,, m=123,...

ou

oy = 2.4048

as = 5.5201

as = 8.6537

ag =11.8

as =149

etc., sont les zéros positifs de Jo(x).
On obtient donc :

(68) km:f’ m=1,2,3,...,
et

Qm,
Comme

Gm(t) = am cos At + by, sin At
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m=1 m=2 m=3

F1G. 6.3. Les lignes nodales des fonctions propres u,,(r,t), m = 1,2, 3.

on a les valeurs propres :

com,
6.10 A, = Chp, = —=

et les fonctions propres correspondantes :

(6.11) U (7, ) = (am €08 At + by SI1 A ) Jo (‘%mr) .

Les zéros de Jo(a,r/R) donnent lieu aux lignes nodales de la membrane vibrante
circulaire (V. figure 6.3)

ETAPE 3. On superpose les fonctions propres pour satisfaire les conditions
initiales (6.3) et (6.4) :

M8

(6.12) u(r,t) = U (7, 1)

3
&

M

(@ €08 At + by Sin A t) Jo (O%r) )

m=1

On détermine les a,, en posant ¢ = 0 dans (6.12) :

00 o
(6.13) u(r,0) = mZ:lamJo (?r) = f(r).
On multiplie la derniere équation par
an
rJo ( RO r)

et I'on intégre par rapport a r de 0 & R. Ainsi ’on obtient

S [ e (22 a0 (%) ar = [ erion (220) an
m=1

Par les relations d’orthogonalité (V. le théoréeme 10.4) :

R
Am Qp 0, m # n,
6.14 zJ (—x) Ji (—x) dex =
( ) /o o\ R o\ R RTZJf(Ocn% m=n,
le premier membre se réduit au seul terme

R2
Anyg 7 J12 (ano )
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-0.2

-0.4

F1a. 6.4. Les fonctions de BESSEL Jo(z) et Ji(z) de premiere
espece d’ordre zéro et un (bornées & l'origine).

On a donc
(6.15) 2 /R F(r)J (o‘m)d 1,2,3
. A = ——5—— rf(r —r)dr, m=1,23,...
R2J2(c0m) Jo 'UR
Enfin, on détermine les b,,. On dérive (6.12) par rapport a ¢ :
ug(r,t) = mZ:l(—)\mam Sin At 4+ Anbm €08 A t) Jo (C%nr) ,

et I'on évalue la dérivéeen t =0 :
00 m
ut(r,0) = mZ:l)\mbmJO (?r) = g(r).

De nouveau par lorthogonalité des Jo(a,7/R),

by = —— 2 /R ()J(am)d 1,2,3
i, — rg\r —T T, m=149,...,
A R2T2 (0m) Jo T IVONUR

et puisque

CQm,
Am = ——s
R
on obtient
(6.16) b 2 /R () (o‘m)d O
: m = ————m— | rg(r 7 dr.
camRIE (am) Jo FI\R

REMARQUE 6.1. 1l est important de remarquer que
Ji(am) #£0, m=1,2,3,...,

(V. figure 6.4) puisque les zéros de Ji(x) entrelacent ceux de Jy(x). En effet,
les solutions des problemes de STURM—LIOUVILLE (voir le chapitre 11), donc en
particulier les solutions de 1’équation de BESSEL, admettent des zéros simples et
ceux de la (n + 1)° solution entrelacent ceux de la n® solution.
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EXEMPLE 6.1. Résoudre le probleme de la membrane circulaire vibrante :
9 1
Ugr = | Uppr + —Up | 0<r<R, t>0,
r

aux conditions au bord

RESOLUTION. Puisque la condition initiale f(r) est donnée sous forme de
série de FOURIER-BESSEL, on a immédiatement

as = 0.1
et
am =0, m=1,3,4,5,...
De plus, puisque g(r) = 0, il suit que
bm = 0.
On a donc la solution :

u(r,t) = 0.1 x cos (%t) Jo (%r) . as=55201. O

EXEMPLE 6.2. Considérons la membrane circulaire de rayon 5, fixée au bord,
et de conditions initiales :
u(r,0) =25 —7r% 0<r <5,
ug(r,0) = 0, 0<r<b5.

Si ¢ = 3, trouver u(r,t).

RESOLUTION. Posons :

> o
) = 1 COS At bm')\mtJ(—m),
u(r,t) mzd(a cos + by, sin A\ t) Jo 7
ol

Q3
R 5™
Comme g(r) = 0, les by, = 0 par (6.16). On calcule maintenant les a,,. Par (6.15),

on a :

Am =

2 /5 (25— 12) Jo (2r) d
am = ——— | 7(25-7 D) dr

52 (am) Jo °\'5

2

=: 1.
52J% (aum)
Posons s = —r; alors
5 5
r=—s, dr=—ds,



et

On a donc
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r=0 = s=0,
r=95 = S= Q.

am 5 /52 5
[ () wier
54 Qm
= ; (a2, — s%)sJo(s) ds,

qu’on integre par parti

es, au moyen de l'identité (10.25) :

(6.17) 2 Ty (@) = [0 T, (@)]
avec v = 1. Donc
54 Qm, ,
I'=— (ap, — 52)[5J1(S)] ds
Am Jo
54 QU QAm
= E {[(O{?ﬂ — 82)8,]1(5)} 0 + 2/0 SQJI(S) ds}
5t x

4
A,

et par (6.17) avec v =

I

2 [om
/ s2J1(s) ds,
0

Maintenant, par 'identité (10.27) :

(6.18)

avecn=1,ona:

Alors

2

5 x 2 [om
= a4 / [S2J2(8)]/ ds

m 0

5% x 2 am
= a4 S2J2(S> 0

5% x 2 54 x 2
= a2 Jo(ay,) = 57— J2(am).

2n

Jn—l(x) + Jn-‘rl(x) = ?Jn(x)

2x1
JQ(I) = Jl(I) - J()({E)
5 x 2 2
I: a?n le(am)—tjo(am)
5t xd4

043 Jl (am)u

m

119
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d’ou
2 54 x 4
5202 () 3,
52 x 8
ad Ji(am)

Jl (am)

Ay =

Donc la solution est

> 1 T
U('f‘, t) = 52 X 8 Z m COS (}\mt)e]o ( 5 ) . O
m=1 ™ m

6.1.2. Calculs simples sur les fonctions de Bessel.
EXEMPLE 6.3. Calculer la valeur de J3(7) au moyen de la table 2.

RESOLUTION. Par l'identité (6.18) avec n =2 :

2x2
Jg(I) = JQ(I) — Jl({E),
et de nouveau par (6.18) avec n = 1 pour Js :
2x2|2x1
J3(z) = [ Ji(@) = Jo(x)| — Ji(2)
x x
8 4

et, au moyen des tables (V. tableau 2)

8 4
J3(7) = (4—9 - 1) x (~0.0047) —  x 0.3001

=0.1754. O
EXEMPLE 6.4. Evaluer :
5
I:/ Js(z) dx.
0
RESOLUTION. Par 'identité (10.28) :
(6.19) Jy—1(x) = Jyy1(z) = 2J),(x),
avec v =2, 0n a
5 s 5
I :/ [—2J5(z) + Ji(z)] do = —2J2(:c)‘0 +/ Ji(x) dx.
0 0
Par l'identité (10.26) :
(6.20) (27T, (2)] = =27 Jpqa (),

avec v =0, on a

Donc
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et par (6.18) avec n =1,

[=—2 [2J1(5) - JO(5)} ~Jo(5) + 1

5
4
- —5J1(5) + Jo(5) + 1
4
- —g(—0.3276) 01776 + 1
—1.0845. O

EXEMPLE 6.5. Evaluer :
7
I:/ Jy(z) d.
0

RESOLUTION. En utilisant la récurrence (6.19) pour n = 3, puis n = 2, on a :
7
[ / (—27}(2) + Jo(x)] do
0
7
— o7 + / Lo(z) — 2J1(z)] da
0

= —2J5(7) — 274(7) + / " Jo(z) da.

Par l'identité (6.18) avecn =2, puisn =1

412 ’
I=-2x ? |:? J1(7) — Jo(?):| + (2 — 2)J1(7) +/ JQ(ZZ?) dx
0

16 8 !
= —Ejl(’?) + ?Jo(’?) +/O JQ(LL‘) de‘

16 8
= =1 X (-0.0047) + = x 0.3001 + 0.9546
= 1.2991,

d’apres les tables (V. tableau 2) et une intégration numérique de Jy(z) (V. fi-
gure 13.3). O

REMARQUE 6.2. On voit que si m + n est pair, le calcul de I'intégrale définie

b
/ ™ Jp(x) dz
a
ne se réduit pas simplement aux valeurs de J; et Jy en a et b; on obtient aussi
une intégrale de Jy qu’il faut évaluer numériquement.
EXEMPLE 6.6. Développer
flx)=1, O0<z<l,

en série de FOURIER-BESSEL selon les Jy(a,x), ol a1, a9, as,... sont les zéros
positifs de Jo(z).

RESOLUTION. Posons

(6.21) 1= amJo(ama).

m=1
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On emploie la relation d’orthogonalité (6.14) (V. le théoreme 10.4) :

1
/ xdo(amz)Jo(anz) dz = {?’ m7#n,
0

3t (o), m=n.

Multiplions (6.21) par zJy(apnx) et intégrons de 0 & 1 :

1
/ xJo(anx) de = Z am/ xJo(amz)Jo(anz) dx
0 m=1

= 7J1 (an)-

Or, par la substitution s = a,z et par (6.17) avec v = 1, on obtient

1
1
Jo(apx)de = — Jo(
/0 xJo(anx) dx a%/ sJo(
1
= a—%/ SJl
1
= —% (3) 0
_ Silom)
on
Donc
2 Jaw) 2
" T am) anJi (o)
d’ou

= 1
1=2 _ mx). O
Z OémJl(Ozm)JO(a I)

EXEMPLE 6.7. Développer
fl@)=2z, O<z<l,

en série de FOURIER-BESSEL selon les Ji(8,), ou B2, 83, B4, ... sont les zéros
strictement positifs de Ji(x).

RESOLUTION. On remarque que 31 = 0 et J1(0) = 0 (V. figure 6.5). Posons :

T = Z amJ1(Bmx).

Multiplions par zJ1(8,) et intégrons de 0 & 1 :
1 oo 1
/ P20 By dz = S am / 21 (Bn) Ty (Bu) o, 1 =2,3,4,...
0 ooy 0
De la relation d’orthogonalité (V. le théoreme 10.4)

Bm Bn _ 0, m#n,

avec R = 1, on obtient

12 !
—J2(Bn)an = 21 (Bpx) d
530 = [ 2R (e dr
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J()

B,=10.2

N\ N

F1a. 6.5. Les zéros de la fonction de BESSEL Ji(x) de premiere
espece d’ordre un (bornée & origine).

donc
2 /1 ) )
anp = —5—— z“J1(Bnx) dzx
J3(Bn) Jo
Alors, avec B,z = s et de = ds/f3,, on a
2 Pn
Ap = ——5—— s“Ji(s)ds.
53373 (Ba) /0 1)

On remarque qu’on peut intégrer

/ sPJy(s)ds

si p + ¢ est impair, p et ¢ des entiers. Donc, par (6.17) avec v = 2,

Bn Bn ,
/0 s2J1(s) ds :/0 [s2J2(s)] ds

= SQJQ(S)‘O
= 5721‘]2(571)
du fait que J2(0) = 0. Alors

527 P2 (Bn)

in = 53J2(6n)
_ 2

Enfin,

> 1
= 22 Gy

> 1
=22 5o 1)

123
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0 u 0 u
X
0 L—x
7 1
F1G. 6.6. Chailne vibrante fixée au bout z = 0 et mobile au bout
x=1L.
du fait que

Ta(w) = 21(2) = Jola),
c¢’est-a-dire
Ja(Ba) = ﬁih(ﬁn) — Jo(Bn) = —Jo(Bn)

et Jo(Bn) # 0 (V. tableau 1)

Jo(B2) = —0.4028
Jo(B3) = 0.3001
Jo(Bs) = —0.2497
Jo(Bs) = 0.2184

etc.

O

6.1.3. Le probleme de la chaine vibrante. On considere un probléeme

dont la solution fait intervenir les fonctions de BESSEL.

PROBLEME 6.1. Soit une chaine vibrante de longueur L, de masse m, de

position et de vitesse initiales :

u(x,O) = f(x)a
ug(z,0) = 0.

Trouver la position u(x,t) pour ¢ > 0.

REsoLuTION. (V. figure 6.6.) Soit p = m/L. On suppose que |u| et |u,| sont
petits. La position de la chaine u(x,t) satisfait ’équation aux dérivées partielles :

) ou 0%u
A

Séparons les variables :
u(z,t) = F(x)G(t).
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Alors
d dF d2G
2l - —}G = pF(x)L 2,
po=—|(L—2) |G = pF(0)
1 { 111Gt
L—:z:F’a:] e
A (0] =50
Donc
G(t) = acos(ky/gt) + bsin (k\/gt)
et
(L—x)F" — F' +k’F =0.
Posons
I dz dFF  dF dz dF dF  d*°F
—xr =z _— = - _—— _— = —,
T dx T dx dz dz dz’'  dx? dz?
Alors )
d°F dF
— +—+k’F=0.
i + dz +
On transforme cette équation en ’équation de BESSEL. Posons
_ o dz _ a1 dw dw 1o,
FECWS gy T v dz’ dz ca-
dF  dFdw 1 , ,dF
dz dwdz ca. duw’
EF d (1, dF\ dw
dz2  dw \ca' dw z
1 dF d?F1 1
- (1= —a l—a> = | - 11—«
ca [( ajw dw tw dw2] ca
1 dF d?F
_ 1— 1-2a " 2—2«
2a? [( @) dw + dw?
Alors
cw® | 9_9g d?F 1—2q AF 1 ,_,dF 9
- oy St g2 =
c2a? [w dw? +( )w dw co d + ’
w* d?F (1-a) a ] ,_,dF
voos Xt S g2p =
ca? dw? { ca? + 6042:| v dw + ’
we d@?F 1, dF
v - —a T k2F —
c? dw? a2’ dw +
Prenons

a=2, ca’k®=1
2.

)

et multiplions la derniere équation par ca
d’F _dF

dw? v dw
2.

+ F =0;
maintenant multiplions par w

,?F  dF

C’est I’équation de BESSEL d’ordre zéro, dont la solution générale est

F(w) = cJo(w) + dYp(w).
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Puisque
w? = %z =4k%z, w=2kyz,
alors
F(z) = cJo (2kv/z) + dYo (2kV/z)
=y (2km) +dY, (2km) .
Enfin

u(z,t) = {acos (ky/gt) + bsin (k\/gt)} {CJO (2km> +dYy (2km>} .

Puisque u(L,t) est bornée, d = 0, et du fait que uy(z,0) = 0, il suit que b = 0.
Donc, avec

ac = A,
on a
u(z,t) = Ay (21@\//: - x) cos (k\/gt) .
Mais
w(0,8) =0 = J (2k\/f) =0 = keI =ty = ke = —7
0.0 ; o
Donc, les valeurs propres sont
Om |9
Am = km =—4/=
V9 2 VL

et les fonctions propres sont

U (@,) = Ao <%m> <08 (Amt).

La solution par superposition est donc

u(e,t) = Y um(et) = > Ando (O‘—\/’%\/L - :17) <08 (Amt).

De la condition initiale :

u(w.0)= 3y (am 1- %) = (@),

m=1
avec
s=+/1—z/L, x:L(l—s2),
on obtient
u(z,0) = f(L[1-5%]) = Z A Jo(ams),
m=1
ou

_L 1 —82 amS) as
Am_J%,(am)/O s (L [1 = 5]) Jolams) ds.

En terminant cette section, on illustre a la figure 6.7 le comportement de
Jp(x) comme fonction de (p, z).
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-
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F1G. 6.7. Valeurs de J,(x) comme fonction de (p, ).

6.2. Le probléme de la chaleur

On considére un probleme de la chaleur qui fait intervenir la fonction de
BESSEL Jy(x).

6.2.1. Solution par la séparation des variables.

PROBLEME 6.2. Soit une plaque circulaire de rayon R, aux faces isolées et de
température nulle au bord. Le modele mathématique est I’équation aux dérivées
partielles :

(6.22) ug = 2V, t>0, 0<r<R,
avec la condition au bord :

(6.23) u(R,0,t) =0, pourt >0,

et la condition initiale :

(6.24) u(r,0,0) = f(r), pour 0 <r < R.
Trouver la température u(r,8,t), pour t > 0 et 0 < r < R.

RESOLUTION. Dans ce cas simple v = u(r, t) est indépendante de 0, parce que
tant la condition au bord homogene que la condition initiale f sont indépendantes
de 6.

On a les trois étapes ordinaires.

ETAPE 1. Pour séparer les variables (V. I'exemple 1.5) on pose

u=W(r)G(t)
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dans (6.22). Alors :

(6.25) Gt)+N2G(t) =0, \=ck,
et
(6.26) W’ (r) + %W’(r) +E*W(r) =0.

Par la substitution s = kr, comme pour (6.6), on obient ’équation de BESSEL
d’ordre zéro dont la solution générale est

W(r) = AJy(kr) + BYy(kr).
Si la solution u(r,t) est bornée & l'origine, B = 0.

ETAPE 2. Pour satisfaire la condition au bord (6.23) on voit que k prend les
valeurs

Alors
m 0 RT , m 3Ly Dy ey

G (t) = A et A, = 2
(t) e , =

Les fonctions propres et les valeurs propres sont respectivement

(6.27) U (1, 1) = A Jo (%”r) et m=1,2,3,...
et
(6.28) Amzc%”, m=1,2.3,...,

Remarquer la différence d’avec le probleme des ondes!

ETAPE 3. On superpose les fonctions propres pour satisfaire la condition ini-
tiale (6.24) :

(6.29) (r,t) = 3 A do (220 et
u\r 771221 0( R T) e

ou
2 R m
Am = R2J12(Ozm) /0 rf(T)JO (fr) dr, m=1,2,3,... O

6.2.2. Le probleme de la chaleur d’un cylindre de longueur finie.

PROBLEME 6.3. Considérons un cylindre circulaire droit de rayon R et de
hauteur H, isolé au bord. Soit f(r) la température initiale. Trouver la solution u
du probleme de la chaleur.

RESOLUTION. On a le probléme aux valeurs initiales et au bord :
(6.30) uy = 2V,
avec les conditions initiales

(6.31) u(r,0,2,0) = f(r)
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Fi1G. 6.8. Cylindre circulaire droit de rayon R et de hauteur H
de coordonnées polaires cylindriques.

Lo

F1a. 6.9. Section d'un cylindre circulaire droit de rayon R en
coordonnées polaires.

X

et au bord

(6.32) ur(R,0,2,t) =0,

(6.33) uy(r,0,0,t) =0,

(6.34) uy(r,0,H,t) =0,.

(V. figure 6.8). On considere deux cas, selon qu’on néglige U'influence des bouts
ou non.

CAs A. On néglige l'influence des bouts et I'on suppose que la condition
initiale (6.31) ne dépend que de la distance radiale r :

u(r,0,z,0) = f(r).
De plus, puisque les conditions aux limites (6.32)—(6.34) ne dépendent que de r,

on peut supposer que la solution u est une fonction de r et ¢t indépendante de 6
et z. On a donc :

u = u(r,t).

Le probléme se réduit donc a celui d’une plaque circulaire (V. figure 6.9) :

1
(6.35) uy = (u + —ur)

r
avec les conditions initiales et au bord :

(6.36) u(r,0) = f(r),
(6.37) ur(R,t) = 0.
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Pour séparer les variables, on pose
u(r,t) = F(r)G(t)
dans (6.35) :
Gt) _F'(r)  1F(r)
2G(t)  F(r) r F(r)
Alors on obtient deux équations différentielles :

G(t) = e\ =ck,

= -k’

et
1
F"(r)+ =F'(r) + K*F(r) = 0.
r
La substitution de la variable indépendante
s =kr

nous donne I’équation de BESSEL d’ordre zéro,

qui admet la solution générale :
F(s) = a1Jo(s) + a2Yy(s),
ou, en retournant a la variable r,
F(r) = a1 Jo(kr) + a2Yo (k7).
Puisque u(r,t) est bornée sur 0 < r < R et que Yy(0) = —o0, on a az =0 et
F(r) = a1 Jo(kr).

Alors ,
u(r,t) = ado(kr)e "
et, par la condition au bord (6.37),
up(R,t) = akJé(kR)eiAzt =0, pour tout ¢ > 0.
Donc
Jo(ER) = 0.
Comme

Jén) _ _Jl(n—l)

3

nous avons, pour n = 1,

Jo(kR) = —Jy(kR) = 0,

et donc
kmR=08mn, m=1,23,...,
ou B1 =0 et B2,0s,... sont les zéros strictement positifs de J; (z). D’ol
Bm
kyp = —
R
et 3
Bm
Am = cky, = ——.
¢ R
Enfin

)
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sont les fonctions propres correspondant aux valeurs propres

On exprime la solution par superposition :

u(r,t) = a1 + Z amJo <%nr) e~ Amt,

m=2

Pour déterminer les a,,, on emploie la condition initiale (6.36) :

u(r,0) = a1 + i amJo (%’”r) = fr).

m=2
Puisque cette expression en r contient les zéros, 5,,, de Ji(x), on la dérive et I'on
emploie la relation Ji(x) = —Ji(z). Alors on a

- i ﬁm;m b <%’”r>
_ Z ﬂm“m ( m > = f'(r).

Par la relation d’orthogonalité (V. le théoreme 10.4) :

Ji|—=z) 1| —= dx =
(Axl(Rx \RY) T T\ ERB) sim=n,
on obtient

/Oer/(r)Jl (5" ) Z ﬁmam/ Ji (%m?) N (%T) i

5’;;" 530,
Donc R
B 2 ’ Bn _
an_—mA Tf(’l")J1<R )dr TL—2,3,4,...
Comme

JV—I(‘T) + JV+1(£L') = 2—;J,,(x),

pour v =1, 0n a

(6.38) J2(Bm) =

et

;mwm—%@w:ﬂM%>

2 R Brm
am:_m/o rf(T)J1<?T) dr, m=2,3,4,...,

ol, au moyen des tables (V. tableau 1),
Jo(B2) = —0.40, Jo(B3) = —0.30, Jo(Ba) = —0.25,

Pour déterminer a;, on emploie (6.36) avec r = 0; on obtient alors

:Zam:f(o)a
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d’ont -
ar = f(0) — Z am. O
m=2

Cas B. On suppose que u(r, z, t) est indépendante de 6 puisque les conditions
initiales (6.31) et au bord (6.32) le sont. Si 'on tient compte de I'influence des
bouts, on doit tenir compte des conditions (6.33) et (6.34) :

uZ(T7 97 O, t) = 0,
et
uz(r,0,H,t) = 0.
Dans ce cas, 'équation aux dérivées partielles (6.30) devient

Up = C2V%91Z’UJ

9 1 1
=cC Upp + —Up + —2’U,99 + Uz |-
r r
On pose
u(r, z,t) = W(r)F(2)G(t),
dans ’équation aux dérivées partielles et I'on divise par c2W FG. Alors :
WFG W'FG 1W'FG WF'G

= z = _k?
EWFG ~ WFG v WFG |~ WEG ’
et, apres simplication,
Gy _ W) 1W6) | F'E)

Gt W)  r W) | F(z)
L’équation pour G(t) :
G(t) = —k*PG(t),
admet la solution générale :
G(t) = ae~ <k,
L’équation pour W(r) :
W) IW)
Wi(r) r W(r) F(z)
est I’équation de BESSEL d’ordre zéro,
r2W" (r) + W' (r) + @>r®*W(r) = 0,
et elle admet la solution générale :
W (r) = BJo(ur) +vYo(ur).
Puisque u est bornée, alors v = 0. L’équation pour F(z) :
FI(2) + (K — i) F(2) = 0,

admet la solution générale :

F(z) =dcosvz +esinvz,

avec
v? =k — 2.
On a donc -
u(r, z,t) = e < F g (ur)(Acosvz + A* sinvz)
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et, par les conditions au bord et aux bouts, on a
ur(R, z,t) = ue‘c2k2tJ6(uR)(A cosvz + A*sinvz) = 0,
zétﬁmR%:—LmR%ﬂ)ziumzé%,7n:LZ3,W
uy(r,0,t) =e™ ¢ F T <6}7§ ) (—Avsinv0 + vA* cosv0) =0
= A" =0,

P

uy(r, H,t) = e FL (R

) (—AvsinvH) =

— v, = % n=01,2,...,
et
B2 np2r?
R2 H2
Les valeurs propres et les fonctions propres sont respectivement

/\mn = Ckmn

k=kpn=

et

6771 nm -2 t
Umn (T, 2,t) = Jo | =7 | cos (—z)e mn
mn(r,2,8) = Jo ( R H
On obtient la solution par superposition :

(ryz,t) Z ZAanO < r) cos (%z)e*)‘i"t.

m=1n=0

On détermine les A,,, par la condition initiale :

(6.39) u(r, z,0) Z ZAW,JO ( r) cos (Ez) = f(r,2).

m=1n=0

On dérive cette expression par rapport a r :

rh=0)=3 % ( >J1 (%ﬂ) cos (=) = f,(r. ).

m=1n=0

Pourm=2,3,4,...et n=0,1,2,...,0on a
2en
(6.40)  Appn =— ﬁmRJQE ) H/ / rf-(r,z)J1 (ﬁ—r> COS(Z )drdz

=3 Rjgnﬂ H/ / rfr(r,z)J1 (ﬁ—r>cos(7}{ )drdz
i R2J3 (Brm)

=1, e e,=2, n=123,...,

et nous avons employé (6.38) dans la derniére équation.
Pour déterminer Ay, on pose r = 0 dans (6.39). Alors

u(0, 2,0) Z(Z Amn) cos (—z)

ou

133
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Il suit que

00 H
(6.41) 3" Apn = %”/ (0, 2) cos (%z) dz, n=01,2,...
0

m=1

Puisqu’on connait les sommes
o0
E A, n=20,1,2,...,
m=2

par (6.40), alors on peut calculer Aj, par (6.41). Ceci achéve la résolution dans
le cas B. g

6.2.3. Densité des neutrons dans un réacteur nucléaire. On termine
ce chapitre avec deux problemes de diffusion avec source interne. En premier lieu,
on considere le probleme de la densité des neutrons dans un réacteur nucléaire
cylindrique circulaire dont la solution s’exprime au moyen de la fonction de BEs-
SEL Jo(x). On considérera ensuite le méme probléme pour un réacteur sphérique
dont la solution s’exprimera au moyen des fonctions de BESSEL J1 (x) et J_ 1 (x),
c’est-a-dire, respectivement, de sinus et de cosinus.

PROBLEME 6.4. On considére un réacteur nucléaire cylindrique circulaire de
rayon R et de hauteur H. Soit N (z,y, z,t) la densité des neutrons dans le cylindre
de la figure 6.8. La fission des neutrons donne lieu a un probleme de diffusion qui
se modélise d’apres 1’équation de la chaleur avec source interne :

ON

—— = DV?N + 4N

at ’-Y )
ol D est la constante de diffusivité des neutrons et v est une constante. Le terme
N, proportionnel a la quantité de neutrons présents, représente la source de
neutrons due a la fission. Si N est indépendante de 6, I’équation en coordonnées
cylindriques devient :
oON D <82N 10N 0°*N

o - Plae ?WJFW)J”N'

(6.42)
On fait les hypotheéses physiques suivantes :

(6.43) N(r, z,t) est bornée,
(pour une bombe, N n’est pas bornée),

(6.44) N(r, z,t) ne décroit pas pour ¢ croissant,

(pour le CANDU canadien, il faut maintenir la fission). De plus on a les conditions
au bord :

(6.45) N(R, z,t) =0,
(6.46) N(r,0,t) =0,
(6.47) N(r,H,t) =0,

et la condition initiale :

(6.48) N(r,z,0) = f(r, z).
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RESOLUTION. On pose
N =W (r)F(2)G(t)
dans (6.42) :

. 1
WFG =D (W”FG + ;W’FG + WF”G> +YWEG,

et l'on divise par DWFG :

GO 4 W) AW PR
DG(t) D W(r) rW(r) F(z) '

En séparant les eéquations, on a
G(1)
DG(t)

= k2

Sl=

et

W (r) + r W(r) - F(z)
Un autre séparation nous donne
W)  1W'(r) 2

W'(r) 1W'(r)  F"(z) k2 = —p2,

W) Crwe -
et
—1;((;)) =p° + K

Posant k% = p?2 + 12, on a
G=[y-Du+1)]G = G= e~ PW At
W + %W’ +12W =0 = W = coJo(ur) + e3Yo(pr),
F'" +1V’F =0 = F = c¢qcosvz + cssinvz.
Par (6.43) on a

c3 =0
et par (6.46) on a
cs =0
Notons
cicacs = A;
alors

N(r, z,t,) = Aeh_D(“2+”2)]tJ0(ur) sinvz.
Par (6.45) on a

Jo(uR) =0 = iy = %’”, m=1,2,...,
et, par (6.47),

snvH =0 = v, = % n=1,2,3,...
On a donc les fonctions propres :

Non(r, 2,t) = Amn e[V_D(“gﬂ*'”i)]tJo (afmr) sin %z



136 6. PROBLEMES EN COORDONNEES POLAIRES

Fi1G. 6.10. Réacteur sphérique de rayon R.

On superpose les fonctions propres :

(6.49) N(r,z,t) ZZ n(r, 2, 1),

o, par (6.48),

_ fOR fOH rf(r,2)Jo(amr/R)sin (nwz/H) dz dr
" fOR fOH [Jo(amr/R))2sin? (nmz/H) dz dr

La solution (6.49) satisfait (6.44) si

2 2
V—D(ﬂ—i-ﬂ—) >0, a;=2.405,

c’est-a-dire,

oy ™ Y
RTHESD

Notons

(6.50) m = npR*H,

la masse totale des neutrons et p la densité volumique de neutrons. Si R et H
satisfont 1’équation

of ”_2_1
R? 2 D’

alors (6.50) est la masse critique au—dela de laquelle la réaction a chaine peut étre
violente.

PROBLEME 6.5. On consideére le probleme de la densité des neutrons N (r, ¢)
dans un réacteur sphérique de rayon R et de densité de neutrons initiale N (r,0) =
f(r) indépendante des angles 6 et .

RESOLUTION. Pour la notation, voir I’exemple précédent. On a 1’équation de
la chaleur (V. figure 6.10) avec source interne :

ON 0°N 20N
E‘D<W+F m)* N
On pose

N =W(r)F(t)
dans I’édp :

F—~F W' 2W
= + =

= = —k?
DF W r W '
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On sépare les équations
F=(y—DI)F = F(t) = c;e~P¥)t
et
W + 2y +E*W =
d’ou '
W +2rW’ + r?k*W = 0.

La substitution de la variable indépendante :

s =rk,
transforme la derniere équation :
d2W aw 9
ds 2 + 2s d— +s W =0.
Maintenant, la substitution de la variable dépendante :
w = s"?,

nous donne I’équation de BESSEL d’ordre une demie :

LU dU o, 1
S e ds+<8_Z)U_O’

dont la solution générale est
U(s) = caJij2(s) + c3J_1/2(s).
Il suit que
W(S) = 028_1/2J1/2(S) + 038_1/2J,1/2(S)

1 . 1
= C4—SINS + C5— COS S,
s s

2 . 2
Jija(x) = ”ﬁ sinz, J_j2(x) =1/ — cosz,

(V. le lemme 10.1). Si l'on revient aux variables originales, on a :

puisque

1 1
W(r) = €47 sin kr 4+ €57 €08 kr.

Puisque la solution est bornée en r = 0, alors ¢ = 0. De plus W(R) = 0 implique

que
VD
_n_ﬂ-a An = nﬂ—, n=12...
R R
La solution générale est donc

ZA sin ( 7 ) (Y= At
= ZB" sin (n_wr) (AT,
n=1 R

On obtient les B,, en développant la condition initiale :

= i B, sin (n_];r) = f(r)
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en série de FOURIER de sinus sur [0, R].
Si v — A2 =0, on a la masse critique :

4 3/2
m= —pr? (2> . 0O
3 g

6.3. Le probléme du potentiel pour un cercle

Soit u(R,8) = f(#) la distribution du potentiel électrique sur une cercle C' de
rayon R. On veut déterminer le potentiel u a 'intérieur de C' et le potentiel u* a
I'extérieur de C. On fait I’hypothese suivante sur le modele physique : le potentiel
est borné a l'intérieur de C' et nul a 'infini.

6.3.1. Le modele mathématique. Le potentiel u(r, 8) satisfait I’équation
de LAPLACE a l'intérieur et a I’extérieur du cercle,
(6.51) V2u =0,

c’est-a-dire pour r < R et r > R, et satisfait sur la cercle la condition aux limites

(C.L.)

(6.52) u(R,0) = f(0).

De plus

(6.53) u est bornée a l'origine (r =0)

et

(6.54) w* =0 & linfini (Tlin;o u*(r,0) = ()) .

Le probléme consiste & trouver le potentiel u(r, ), r < R, a 'intérieur de C et le
potentiel u*(r,0), r > R, a Uextérieur de C.

6.3.2. Solution par la séparation des variables. Il est naturel d’expri-
mer le laplacien V? en coordonnées polaire (V. section 13.8) :
1 1
Vu = 02u + ;&u + ﬁagu,
ou
x=rcosf, y=rsingd, r>0, 0<60<2m.

Pour séparer les variables, posons

u(r,0) = F(r)G(9)

dans I’équation de LAPLACE, divisons par FG, multiplions par 72 et simplifions :

1 ! 1
7’2—+T5+G— =0
F F G ’
F/I F/ G/I
2— —_— — =
r I —i—rF e k.

On obtient donc ’équation de EULER-CAUCHY :
r2F"(r) +rF'(r) —kF(r) =0
et I’équation harmonique :

G"(0) + kG(0) = 0.
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Puisque la fonction au bord f(6) est 2m-périodique, on a les valeurs propres
k,=n% n=012,...

On a donc
Gn(0) = A, cosnb + By, sinnf.
Pour trouver la solution de I’équation d’EULER—-CAUCHY :

r2F"(r) +rF'(r) = kF(r) = 0,

on pose
F(r)y=r”
dans cette équation. On obtient alors
o =n? = a==+n.
Donc

F.(r)=Cupr™ + D,r ™.
Les fonctions propres sont
Up(r,0) = (Cnr" + Dnr_") (A, cosnf + B, sinnd).

Par superposition, la solution dans le disque, bornée a l’origine, est

oo

u(r,0) = Z Cypr" (A, cosnb + B, sinnd)
n=0
= Z (anr™ cosn + byr™ sinnf).
n=0
Par la condition aux limites :
u(R,0) = Z (anR™ cosnf + b, R" sinnf)
n=0

= f(6), 0<6<2m

Les coefficients a,, R™ sont donc les coefficients de FOURIER de f(f) avec L = 7 :

1 2
ao = 5 ; f(6)do,

1 27

apR" = = f(6) cosnb db,
T™Jo
1 2m

b, R" = — f(0)sinnd db
T Jo

La solution a l'extérieur du disque, nulle a l'infini, est

u*(r,0) = Z D,r~"(A,, cosnb + By, sinnb)
n=0

o0
= Z(a:;r_" cosnf + bir~" sinnb).
n=0
De nouveau, les coefficients a) R™" et b5 R~" sont les coefficients de FOURIER de

f(0).
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On peut aussi considérer deux cercles concentriques de rayons R; < Rs et les

potentiels respectivement dans le petit disque, & I'extérieur du grand disque et
dans I’anneau entre les deux disques.

Exercices pour la section 6.1
6.1. Résoudre le probleme :
1
utt—c2<uw+—ur>, 0<r<R, t>0,
r

aux valeurs initiales et aux limites
o o
u(r,0) = —0.2J (Elr) 0.3 (ﬁr) ,
ug(r,0) = 0.5y (%r) ,
u(R,t) = 0.

6.2. Résoudre le probleme de la membrane circulaire vibrante de rayon 3, fixée au
bord et régie par ’équation aux dérivées partielles

1
Uty = 49 (urr + ;ur> )

La position et la vitesse initiales sont respectivement
u(r,0)=9—7r% 0<r<3,
ut(r,0) =0, 0<r<3.

6
6.3. Evaluer/ Js(z) dx.
0

4
6.4. Evaluer : / 23 Jo(x) d.
0

6.5. Calculer J5(4).

6.6. Représenter f(r) = 2% sur 0 < = < R selon les fonctions de BESSEL
Jo(amz/R) :
o0 o,
z? = mZ:l CcmdJo (? a:) .

6.7. Résoudre ’équation de HELMHOLTZ en coordonnées polaires cylindriques :

Pu 10u 1 0%u 0% 9
W‘F;E"rﬁa—wz‘f'w-i-k u =0,
par séparation de variables.
Remarque : On obtient ’équation de HELMHOLTZ a partir de 1‘équation des ondes
avec une solution de la forme

u(’r’ 907 Z? t) = u(T7 <p’ Z) eZkt'
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Exercices pour la section 6.2

6.8. Résoudre le probleme de la chaleur d’une plaque circulaire mince de rayon R
aux faces isolées :

1
ut_cz(uw—i-—ur), 0<r<R, t>0,
r
avec la condition initiale
u(r,0) = ~03Jo (Sr) =020 (S2r) = 1),

et la condition aux limites

u(R,t) = 0.

6.9. Résoudre le probleme de la chaleur d’une plaque circulaire mince de rayon 3
aux faces isolée :

1
ut—49<uw+—ur), 0<r<3, t>0,
r
avec la condition aux limites
ur(3,t) =0
et la condition initiale
u(r,O)zl—r2, 0<r<3.

6.10. Montrer que les dimensions optimales du réacteur cylindrique de rayon R

et de hauteur H sont
R = 2.405 Q, H=nr Q,
Y Y

ol D est la constante de diffusivité des neutrons et 7 est la constante de fission.

6.11. Résoudre le probleme du réacteur nucléaire en forme de parallélépipede de
cotés a, b et c. Montrer que la masse critique est
m = pabc,

ou p est la densité des neutrons et
1 1 1 5y
2t tea"2p

Enfin, montrer que la forme optimale est le cube.
Exercices pour la section 6.3

6.12. Trouver les potentiels u(r,0) et u*(r,0) & Uintérieur et a lextérieur d’un
disque de rayon 5 m avec la condition aux limites

u(5,6) = 40 cos® 6.

6.13. Soit deux cercles concentriques C7 et Co de rayon Ry =3 m et Ry = 7 m.
Trouver les potentiels u(r, #) a I'intérieur du petit disque, u*(r, 0) & I'extérieur du
grand disque et v(r, #) dans ’anneau borné par les deux cercles, avec les conditions
aux limites

f(0) =cosf sur C4
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g(0) =sin?6 sur Cs.



CHAPITRE 7
Solutions u(r) de V?u =0

7.1. Introduction
Dans ce court chapitre, on résout ’équation de LAPLACE
(7.1) Viu =0

en dimensions 2 et 3 quand la solution u(r) dépend uniquement de la distance du
point courant & ’origine. On présente aussi la solution en dimension n > 3.

7.2. Solution en dimension 2

L’équation de LAPLACE, en coordonnées polaires, se simplifie :

Viu = up + lur + —uoe
r r
B d?u 1du —0
“aE v T
puisque
ugy — 0.

La fonction u étant absente de I’équation différentielle, la substitution

du ,
—_—=Uu =0
dr
réduit 'ordre de cette derniere qui est séparable :
1 d 1
v+ -v=0, Cclest-a-dire @w_ [
r v r

On peut donc l'intégrer :

!
1
/v—dr:—/—dr—i-cl,
v r

Inv=—Inr+c,
1
v=c-,
r
1
u=c-.
r

On sépare cette derniére équation et on 'integre :

/u/dr:c/ldr—l—k.
r

On a donc la solution générale :
(7.2) u(r) =clnr+k,
ol c et k sont deux constantes arbitraires a déterminer par les conditions au bord.

143



144 7. SOLUTIONS u(r) DE V2u =0

Fia. 7.1. Le potentiel électrostatique entre deux cylindres co-
axiaux de rayon, respectivement, 2m et 5m.

EXEMPLE 7.1. Trouver le potentiel électrostatique u(r) (en volts) entre deux
cylindres coaxiaux de rayon, respectivement

Ri=2m et Ry =>5m,
(V. figure 7.1) et de potentiel, respectivement
u(2) =10V et wu(5)=110V.

RESOLUTION. En dimension 2, (7.2) est la solution générale :
u(r) =clnr + k.
On détermine les constantes c et k par les conditions aux limites :
u(2) =cln2+k =10,
u(5) =cln5 + k = 110.

Alors
‘ 10 1‘
110 1 10 — 110 100
= = = — ~ 109.14
In2 1| In2-Inb In2/5
Inb5 1
et
In2 10‘
In5 110 —
_|In :1101112 101115%—65.65. 0
In2 1 In2/5
In5 1

7.3. Solution en dimension 3

L’équation de LAPLACE, en coordonnées sphériques, se simplifie :

2 1 cot ¢ 1
2
V U:UTT+;UT+T—U@@+T—2U¢

2 2 uee

72 sin %)
_ dPu 2 du _0
T dr?2 v dr 7
parce que
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Fia. 7.2. La température stationnaire u(r) entre deux spheres
concentriques de rayon, respectivement, 2 m et 5 m.

puisque u(r) est indépendante de ¢ et de 6.
La fonction u étant absente de ’équation différentielle, la substitution

du ,
— = Uu =0
dr
réduit 'ordre de cette derniere qui est séparable :
2 dv 2
v+ Zv=0, Ccest-a-dire — =-—=dr.
r v r
On peut donc l'intégrer :
v 2
/—drz —/—dr—i—cl,
v r
Inv=-2Inr+ ¢y,
B 1
UV = —¢C /]"_27
oL
u=-cg.

On sépare cette derniere équation et on l'integre :
/u/dr:—/%dr—l—k.
r
La solution générale est donc
(7.3) u(r) = ik
r

EXEMPLE 7.2. Trouver la température stationnaire u(r) entre deux spheres
concentriques de rayon, respectivement

Rl =2m et RQ =5m
(V. figure 7.2) et de température, respectivement

u(2) =10° et wu(b) =110°.

RESOLUTION. En dimension 3, (7.3) est la solution générale :

u(r) = ; + k.
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On détermine les constantes c¢ et k par les conditions aux limites :
1
u(2) = §c+k: 10,

1
u(b) = gc—i—k:llO.

Alors,

10 1
’110 1’__ 100 1000
/2 1| 1/2-1/5 3
‘1/5 1

CcC =

et
1/2 10
_[1/5 110} 110/2-10/5 530 .
‘1/2 1' o 1/2—-1/5 37

1/5 1

7.4. Solution en dimension n

En dimension n > 3, le laplacien agissant sur une fonction u(r) se réduit &

n—1
ul

Viu=u"+
”

et la solution générale u(r) de I’équation de LAPLACE est

(7.4) u(r) = cr* ™" + k.
Exercices pour le chapitre 7

7.1. Trouver la température stationnaire u(r) entre deux cylindres coaxiaux de
rayon, respectivement

Ri=1m e Rs=3m
et de température, respectivement

u(1) =110°C et u(3) = 0°C,

7.2. Trouver le potentiel électrostatique u(r) (en volts) entre deux sphéres con-
centriques de rayon, respectivement

Ri=3m et Ry ="Tm,
et de potentiel, respectivement

w(3) =1250V et wu(7) =550V.

7.3. Vérifier que (7.4) est solution de 1’équation de LAPLACE dans R™.

7.4. Soit une sphere de rayon R sous une source calorifique intérieure uniforme de
densité Q. Trouver la température stationnaire de la sphere si I’échange fronta-
lier de la température satisfait la loi newtonienne du refroidissement, c’est-a-dire
résoudre le probleme aux limites

10 (r28T> Q oT

2o \"a)" % ot

r=R

=0.
r=R
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7.5. Soit un cylindre de rayon R sous une source calorifique intérieure uniforme
de densité Q17+ Q2. La température au bord est nulle. Résoudre le probleme aux
limites

o*T 10T  Qir+ Q2

aztrar - % 0 Thee=0
7.6. Résoudre I’équation de POIsson
Viu=-Q
a l'intérieur d’une sphere de rayon R avec la condition au bord
r=R

et déterminer la valeur de la constante C pour laquelle le probleme admet une
solution.

7.7. Résoudre ’équation de POI1SSoON
V2u = A = const
dans la région annulaire entre deux cylindres infiniment longs de rayon respectif
R1 et Ry, avec les conditions aux limites
ou ou

:B, :C,

or =R, or =Ry

et déterminer les valeurs des constantes B et C' pour lesquelles le probleme admet
des solutions.






CHAPITRE 8

Solutions analytiques

Dans ce chapitre on emploie les rudiments de la théorie des fonctions ana-
lytiques pour obtenir les solutions en série de puissances (entieres) de I’équation
de LEGENDRE. A la section 8.4, on expose quelques résultats de la théorie des
fonctions holomorphes.

8.1. Remarque sur les fonctions analytiques

Il sera avantageux de considérer les séries entieres dans le plan complexe. On
rappelle qu’un point z du plan complexe C admet les représentations suivantes :
— cartésienne ou algébrique :

z=x+iy, i%=-1,

— trigonométrique :
z =r(cosf + isinb),

— polaire ou eulérienne :

ol
r= \/m, 0 =argz = arctan%.
On note z = z — iy le conjugué complexe de z et
A= VFT R = Vi
le module de z (V. figure 8.1).

EXEMPLE 8.1. Développer la fonction rationnelle 1/(1 — z) & un seul pole en
z = 1 en séries de puissance de centres respectivement a = 0, —1 et ¢ et déterminer
le rayon de convergence dans chacun des cas.

z=x+iy = re'®

0 X

FiG. 8.1. Un point z = z + iy = re'? du plan complexe C.

149
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RESOLUTION. Prolongeons la fonction d’une variable réelle

au plan complexe
f&)= oo, =ty
On dit que z = 1 est un pole de f(z) puisque |f(z)| tend vers 400 quand z — 1
(V. la définition de pole & la section 8.4). De plus, il s’agit d’un pole simple puisque
1 — z apparait au dénominateur a la premiere puissance.
On développe f(z) en série de TAYLOR de centre a =0 :

1 / 1 "
f(2) = F0) + 7/ (0)z+ 5 f (0)2% + - --

Puisque
1
1) = g = =1
/ 1' /
f(Z)Zm = f(0) =11,
!
(2) = (1372)3 — f(0)=2,
n! n
FM(z) = A=zt — f0(0) = nl,
il suit que
f(Z)Zi=1+2+22+23+---222”.
n=0

La série converge absolument pour |z| = /22 + y2 < 1, c’est-a-dire
oo
Z |2|" < o0,
n=0

et uniformément pour |z| < p < 1, c’est-a-dire

o
>
n=N

<€, pour tout N > N, et pour tout |z| < p < 1.

o0

D’apres le théoreme 8.2, le rayon de convergence de la série géométrique E 2"

n=0
est égal a 1.
Maintenant, on développe f au voisinage du centre a = —1 :
1 1 1 1 1
flz) =

-2 1-(z+1-1) 2-(z+1) 21-(=)

2 3 4
1 z+1 z+1 z+1 z+1
—5{1—1— 5 —i—( 5 )-i—( 5 )-i—( 5 >+}
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~Y

Fi1c. 8.2. Distance du centre a = ¢ au pole z = 1.

y

Fia. 8.3. Distance R du centre a a la singularité z; la plus proche.

La série converge absolument pour

1

Z—; <1, Cclest-a-dire |z—(-1)|<2.
Le centre du disque de convergence est z = —1 et le rayon de convergence est
R=2.

Enfin, on développe f au voisinage du centre a =1 :
1 1
&) =T =1 =iy
1 1 1

A—i)—(z—4) 1-il— (=)

1—12

. .\ 2 N\ 3 .\ 4
_ 1 1+z—z+ z—1 n z—1 n z—1 4.
1—14 1—14 1—14 1—14 1—14 '
On voit que le centre du disque de convergence est bien z = i et le rayon de
convergence est R = /2 = |1 —i| (V. figure 8.2). O

Cet exemple montre que le développement de TAYLOR d’une fonction f(z),
de centre z = a et de rayon de convergence R, n’est plus convergent des que
|z — a| > R, c’est-a-dire dés que |z — al est plus grand que la distance de a a la
singularité z; la plus proche (V. figure 8.3).
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DEFINITION 8.1. Le rayon de convergence de la série de puissance
o0
am(z —a)™,
m=0
est le plus grand nombre positif R tel que la série converge pour tout z dans le
disque |z — a| < R.

On démontre deux criteres de convergence pour les séries de puissances.

THEOREME 8.1 (Criteres de convergence). L’inverse du rayon de convergence
R d’une série entiére de centre a,

(8.1) > am(z—a)™,

m=0
est €gal a la limite supérieure :
1
(8.2) — = limsup |am,|*/™.
R m— 00
On a aussi le critére :
1 . Am+41

si cette limite existe.

DEMONSTRATION. Le critere de convergence de CAUCHY affirme que la série

oo

ZCm

m=0
converge si
lim |e,|Y™ < 1.
m— 00
Alors la série entiere converge si
lim am(z —a)™ Y™ = lim |amn|Y™|z —a| < 1.
m— 00 m— 00
Soit R le maximum de |z — a| tel que 1’égalité
lim |a,|Y™R =1
m—00
soit satisfaite. S’il y a plusieurs limites, il faut prendre la limite supérieure. Ceci

démontre le critere (8.2). Le second critere découle du critére de D’ ALEMBERT
qui affirme que la série

o0
> em
m=0
converge si
lim 1<mtil g
m—0o  |Cp| )
Donc, la série de puissance converges si
_ m—+1
T < Gl R L P

m—oo |am(z—a)m| T mSoo |am|
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Soit R le maximum de |z — a tel que 1’égalité

soit satisfaite. Ceci démontre le critere (8.3). O

EXEMPLE 8.2. Trouver le rayon de convergence de la série
o0
>
k™ '
m=0

RESOLUTION. Par le critere de CAUCHY,
1/3m
1 1
R lim sup |a,|Y/™ = lim |—

m— oo m—oo | k™

= |k:|—1/3
Donc le rayon de convergence de la série est
R = |k|'/3.
Pour employer le critere de D’ ALEMBERT, on pose
w =23

dans la série qui devient
— 1
E —w™.
km
m=0
Alors le rayon de convergence de la nouvelle série est

QAfm

Donc les séries convergent pour
123 = |w| < |k|, Clest-a-dire |z] < [k]*/3. O

DEFINITION 8.2. On dit que la fonction f est analytique dans le disque
D(a,R), de centre a et de rayon R > 0, si elle admet un développement de
centre a,

o0
F) =Y an(z =),
n=0
uniformément convergent dans tout disque fermé strictement contenu dans D(a, R).

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate de la définition précé-
dente.

THEOREME 8.2. Une fonction f analytique dans D(a, R) admet la représen-

tation
© () (g
i =S LW gy
n=0 :

n

uniformément et absolument convergente dans D(a, R). De plus f(z) est indéfi-
niment dérivable :

0 r(n)(y
f(k)(z)—z(‘if(k;!(z—a)”k, k=0,1,2,...,

n=k

dans D(a, R).
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DEMONSTRATION. Puisque le rayon de convergence de la série dérivée terme a
terme est R, le résultat découle du fait que la série dérivée converge uniformément
dans tout disque fermé strictement contenu dans D(a, R) et que f(z) est différen-
tiable sur D(a, R). O

EXEMPLE 8.3. Soit
y' +25y=0, y(0)=3, % (0)=13.
Trouver la solution en série de puissances :
y(x) = ap + a1 + agx® + ...
RESOLUTION. Dans ce cas simple, on connait déja la solution générale :
y(x) = acosbx + bsinbx.
Les constantes a et b sont déterminées par les conditions initiales :
y(0)=a=3 = a=3,

13
y(0)=5b=13 = b=

On sait aussi que

B (5z)%2  (5x)* (5x)8
cosdbr =1 — o1 + 1 Gl + -

et

(e () (5u)
sinbx = bx — 3] + TR + =
Pour obtenir la solution en série, on pose
y(x) = ap + arx + aga® + azx>® + - - -

dans
y" + 25y = 0;
alors
Y (z) = 2a3 + 3 x 2a3x + 4 x 3a42® + 5 ¥ dasz® + 6 x Hagxt + - - -
25y(x) = 25a0 + 25a1x + 25a02% + 25a32> + 25a42 + - - -
et ’on somme :
0 = (2az + 25a0) + (3 x 2a3 + 25a1)z + (4 x 3as + 25a2)x* +---, pour tout .
Puisque nous avons une identité en
1, z, x2, :103,...,

il suit que tous les coefficients sont nuls. Donc avec ag et a; indéterminés, on a

52

2a9 4+ 2500 =0 = ag = _ga@v
52

3 X 2a3+25a; =0 = a3z = —yal,
54

4 x3ag+ 2509 =0 = a4 = EGJO,
54

5 X das 4+ 25a3 =0 = a5 = —aq,
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etc., d’ou 'on obtient le développement
1

y(z) = ag {1 - %(53:)2 + m

1
(52)* — 5 (52)° +}

aq 1 3 1 5
+€ [59&— 5(5:10) +a(5:v) — -

ay .
= agcosdr + 5 sin 5x.

La condition initiale y(0) = 3 détermine ag :
ap = 35
et la condition initiale y’(0) détermine a; :

aq 13
L= =13. O
5 57 ai

On a le théoreme général suivant pour les équations différentielles linéaires a
coefficients analytiques.

THEOREME 8.3 (Existence de solutions en série). Soit ’équation différentielle
y'+ f(@)y +g(@)y = r(z),

ou f, g et r sont des fonctions analytiques au voisinage de a. Si R est le minimum
des rayons de convergence des développements en série enticre, de centre a, de f,
g et r, alors I’équation différentielle admet une solution analytique de centre a et
de rayon de convergence R.

DEMONSTRATION. La démonstration se fait par la méthode des majorantes
dans le plan complexe C, qui consiste & trouver une série (& coefficients positifs)

i bp(z —a)",
n=0

absolument convergente dans D(a, R) et dont les coefficients bornent en module
ceux de la solution

oo
y(x) = an(x—a)",
n=0
c’est-a-dire
lan] < b,. O

On emploiera les théoremes 8.2 et 8.3 pour obtenir les solutions en série de
puissances d’équations différentielles.

EXEMPLE 8.4. Résoudre
y —xzy—1=0, y(0) =1
en série de puissances.
RESOLUTION. Posons

y(z) =ag + a1z + asx? + agz + . ..
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dans I’équation différentielle :

y lay + 2a90x + 3asx® + dasz® + . ..
—xy = — apr — al.’I:2 — ag,’EB — ...
-1 -1

La somme du ler membre est nulle parce qu’on suppose que y(x) est une solution
de I’équation différentielle. Alors la somme du second membre est
0= (a1 — 1)+ (2a9 — ap)z + (3az — a1)x? + (dag — az)z® + ...

Puisque nous avons une identité en z, le coefficient de chaque terme en z° est nul
pour s =0,1,2,.... De plus, puisque ’équation différentielle est du ler ordre, un
des coefficients sera indéterminé. Donc,

CL1—1:O:>CL1:1,

ao

200 —ag =0= as = DR ag arbitraire,
aq 1
3 — = 0 — = — ==,
as aq as 3 3
a9 aon
4 — = 0 — = — = —,
a4 — Qa2 Qa4 4 3
as 1
5 — = 0 — = — = —,
as as as 5 5

ainsi de suite. La condition initiale y(0) = 1 implique que ap = 1. Donc la solution

est

2 £L'3 £C4 ZCS

x
=1 -4 =+—=—+—=+.... O
y(x) +$+2+3+8+15+

Dans les deux sections suivantes, on obtiendra la solution analytique de
I’équation de LEGENDRE et on démontrera les relations d’orthogonalité des po-
lynémes de LEGENDRE P, (z). A la dernitre section, on présentera un résumé
succinct de la théorie des fonctions holomorphes de CAUCHY. On peut passer
directement de la premiere a la derniere section si on le désire.

8.2. L’équation de Legendre
On cherche la solution générale de I’équation de LEGENDRE :
(8.4) (1—2%)" =22y +nn+1y=0, —-l<z<l,

sous forme de série de puissances de centre a = 0. On récrit I’équation sous forme
standard :

2z nn+1
y//_l_x2y1+ 1(_—";:2) 0'
Puisque
f(a:):—2—I:—2x[1+x2+:174+:176+-~]
1-2)1+=z) ’
g(z) = (1?(2)7(—’—11)3:) =nn+)1+22+2t+2°4+ ],
r(z) =0,

on voit que f et g sont analytiques sur —1 < = < 1 et r est analytique partout.
Par le théoréme 8.3, on sait que (8.4) admet deux solutions indépendantes et
analytiques sur —1 < z < 1.
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Posons
oo
(8.5) y(x) = E amz™
m=0

dans (8.4), avec k=n(n+1) :

y! 2 x las + 3 X 2asx + 4 x 3a422 + 5 X dasz® + - - -
A —2 X lasx? — 3 X 2a3x® — - - -
—2xy — 2412 — 2 X 2a92% — 2 X 3azxd — - --

ky kag + kaix + kasz? + kasz3 + - - -

La somme de chacun des membres est nulle puisqu’on suppose que (8.5) est une
solution :

0= (2 x lag + kao) + (3 X 2a3 — 2a; + kay)x
+ (4 x 3a4 — 2 X lag — 2 x 2ag + kay)z?

+ ‘e
+ [(s+2)(s + Dasi2 — s(s — 1)as — 2sas + kas]z®
+---, pour tout z.

Puisque nous avons une identité en x, chacun des coefficients de z®, s = 0,1,2,...,
est nul, et puisque 1’équation (8.4) est du second ordre, deux des a,, seront indé-
terminés. On a donc

1
2lag + kag =0 = as = —%ao, ag indéterminé,
2—n(n+1)

(3x2)az+(—2+k)az =0 = a3z = a1, a1 indéterminé,

3!
(s+2)(s+ Dasta+[-s(s—1)—2s+n(n+1)]as =0
(n—s)(n+s+1)

s = - X 2071527"'7
:>a+2 (S+2)(S+1) a S
d’ou
n(n+1 n—1)(n+2
(86) as = —%ao, az = —%al,
67 0= OZDUEDOAD BN,
etc. On peut donc écrire la solution de la forme :
(8.8) y(z) = aoy1 (@) + ary2 (@),
ol
) =1— n(n2—'|— 1)902 (n— 2)n(n4—'i— 1)(n+ 3)954 o
BTN e L IO (U TR TUE S IR

Ces séries convergent pour |z| < R = 1. Puisque y; est paire et yo est impaire, il
suit que
yi(x)
y2 ()
Donc y; et y2 sont deux solutions indépendantes et (8.8) est la solution générale.

# constante.
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COROLLAIRE 8.1. Pour n pair, y1(x) est un polynéme pair
y1(x) = kn Py (),
et de méme, pour n impair, on a le polyndome impair
y2(x) = kn Py (),
ot P, (z) est le polyndme de LEGENDRE de degré n, tel que P, (1) = 1.

REMARQUE 8.1. On peut montrer que les séries donnant y;, resp. yo, di-
vergent a x = +1sin#0,2,4,...,resp. n# 1,3,4,...

8.3. Les relations d’orthogonalité pour les P, (x)

THEOREME 8.4. Les polynémes de LEGENDRE P,(z) satisfont la relation
d’orthogonalité suivante :

1
(8.9) / Pp(z)Py(x)dx = {0,2 m#n,

—1 1> m=n.

DEMONSTRATION. On donnera deux démonstrations de la 2° partie. La 1'¢
partie (c’est-a-dire pour m # n) découle de I’équation de LEGENDRE :

(1-22)y" —2zy" +n(n+1)y =0,
récrite sous forme de divergence :
Loy :=[(1-2*)y] +nn+ 1)y =0.
Puisque P, et P, sont solutions respectivement de L,,y =0 et L,y =0, on a
P, (2)Ly(Pr) =0, Pp(z)Ln(Pn) =0.

On integre ces deux expressions de —1 & 1 :

1

1
| P@l =P @) dotmm+ 1) [ Py(o) P () do =0,
—1 -1

1 1
/ P (2)[(1 — 2®)P! (2)] dz 4 n(n + 1)/ P, ()P, (z)dx = 0,
—1 -1

et I'on integre le 1°* terme de chacune de ces expressions par parties :

1 1
P@)( =a)P@)] = [ Pl =) P da

+m(m+1) /_1 P, (2) Py (x)dx =0,

Pal@)1=adPifa)| | = [ Phia)1—2*)Pi (o) do

+n(n+1) /1 P, (z)P,(x)dx = 0.

-1
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Les deux termes intégrés sont nuls et le terme suivant de chacune des équations

est identique. Donc, par soustraction on obtient 'orthogonalité des P, :

1
[m(m+1) —n(n+ 1)] [ P, (z)P,(z)dx =0

1
1

:>/ P, (z)P,(x)dr =0 pour m #n.
-1

La 2° partie, m = n, suit de la formule de RODRIGUES :

1 4

(8.10) Pa(@) = 5= [(gf - 1)"} .

En effet,

! 1 1 1 1 [t[ran "
2 _ o4 A 2 |8 2\
[1Pn(x)dx—2nxn!x2nx {dw" (% —1) ]{x" (% —1) ]d:c

nl
{et intégrant par parties n fois :}

1 y 1 y 1 y 1[dr 1t
2an T opl 2n 0 pl|den—l

+( 1)1 /1 dn—l ( 9 1)n dn+l ( 9 1)77, J
— —(z* — —— (" — x
1 dxn—l dxn-i-l

(@ = 1)" @2 1)

1 2n
:ixixixi'(_nn/ (@ 1) (@ 1) da

2 nl 27 nl
{et dérivant 2n fois :}
1 1 1 1 ! n
= — — J— —(=1)" | 2 _
_2n><n!><2n><n!( 1) (2n)./_11><(:v 1) dx
{et intégrant de nouveau par parties n fois :}

-H)"2n)! [z n
ez .y

2rnl2nnl |1 -1 1! 1
B (—1)"(271)!( 1)n2n2(n -1)2n—-2)---2(n—(n— 1))/
~2npl2np) 1x3x5%x---%x(2n—1)
(=D (=1)"(2n)! 27| 1
B 2npl2nn! I x3x5x---x (2n—1) (2n+1)

2

= O

2n+1

2n+1

by (_1)1271/1 2 (2 1) da:]

2" dx

REMARQUE 8.2. La formule de RODRIGUES se démontre par un calcul direct

avecn =0,1,2,3,..., ou autrement.

On présente une 2¢ démonstration de la formule :

2
2n+1

1
| P := /_l[pn(x)mxz
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au moyen de la fonction génératrice de P,(z) :

1
8.11 P(o)th = ———.
(811 kz:%) o = T —sere
DEMONSTRATION. Elevons au carré chacun des deux membres :
1
Z + Z T 1 2at 2

J#k
et intégrons par rapport a x de —1 a 1 :
0o 1
. dz
x)dx| t* / d t]““:/ —
M e o T ey e e

Comme P; et P} sont orthogonaux pour j # k, le 2° terme du 1°" membre est nul
et nous obtenons apres intégration du 2° membre :

anku 128 — _ _In(1 - 20t + )|

r=-—1

= —;[ln(l —t)—In(1+1)].

On multiplie par ¢ :
S PP = —In(1— ) + In (1 + )

et 'on dérive par rapport a t :

oo

> (2K + 1) PPt
k=0

Il
+

1

=2(1++¢"+t°+--.), pourtoutt,t| < 1.
Puisque nous avons une identité en ¢, on peut donc identifier les coefficients de
2k
2

2k + 1)|| Py||2 = 2 P = .
(2k + 1)[| Pl = || Pl 1

REMARQUE 8.3. On peut obtenir la fonction génératrice (8.11) en développant
le 2° membre en une série de TAYLOR en puissances de z.

EXEMPLE 8.5. Calculer les trois premiers termes du développement de FOURIER—
LEGENDRE de la fonction

0, —-l<z<0,
x, 0<x<l.

RESOLUTION. Posons
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Alors,

2m + 1 L (@) P(e) da

A =
2
1
1
/ rdr = —,
0 4

1
2
3 (! 30 1
al—g/lf(x)Pl(x)d:c—E/O x2d:c:§,
5
2

Donc,

ap = %[1 f(z)Py(x)dx =

5

5 (1 !
a2:§/71f(3:)P2(3:)d:c: /0 x§(3x2—1)d:czﬁ.

On a donc 'approximation

f(z) =~ iPo(gc) + % Pi(z) + % Py(z). O

A T'exemple suivant, on trouve le développement de FOURIER—LEGENDRE
d’une fonction définie sur un intervalle fini quelconque.

EXEMPLE 8.6. Calculer les trois premiers termes du développement de FOURIER—
LEGENDRE de la fonction

flx)=¢€", 0<z<l.

RESOLUTION. Pour utiliser 'orthogonalité des polynémes de LEGENDRE on
transforme le domaine de f(z) de [0,1] & [—1, 1] au moyen de la substitution

1 1
§=2 <x — 5) , Clest-a-dire x = % + 3
Alors,
fla)=e"=e2 =3 "0, P,(s5), -1<s<1,
m=0
ou

2m+1 [*
A, = m2—|— / eUH)2p (s)dx.
-1

On calcule d’abord trois intégrales par récurrence :

1
Ioz/ es/zds:2(61/2—efl/2),
-1

1 1
I :/ se®/?ds = 2se’/?

1
- 2/ e’/? ds
—1 -1 -1

-9 (61/2 + e—1/2) — 21,

= —2eY2 4 6e71/2

1
= / s2e%/? ds = 252 /2
-1

1 1
—4/ se’/?ds
-1 —1

—9 (61/2 T 6*1/2) — 4l

=10e'/%2 — 26 1/2,
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1l suit que
1
ag = 5(31/2[0 =e—1~1.7183,
3
ay = 561/2[1 = —-3e+9~0.8452,
5 1
4y = - 61/25(312 —Ip) =35e—95~0.1399.

On a donc 'approximation
f(z) =~ 1.7183FPy(2z — 1) + 0.8452P; (22 — 1) + 0.1399P,(22 — 1). O

8.4. Remarques sur les fonctions holomorphes

Dans cette section, on fait le point entre la théorie des fonctions analytiques
exposée a la section 8.1 et la théorie des fonctions holomorphes.

8.4.1. Les fonctions holomorphes.

NOTATION 8.1. Soit f une fonction & valeur complexe de la variable complexe
z =z + iy. On écrit

(8.12) f(z) = flz+iy)
u(x,y) +iv(z,y)

ou

(8.13) u(z,y) =Rf(z +iy), v(z,y)=Sf(z+iy)
sont respectivement les parties réelle et imaginaire de f.

DEFINITION 8.3. Soit f une fonction complexe de la variable complexe définie
dans un ouvert 2 du plan complexe C. On dit que f est holomorphe dans ) si

elle est dérivable par rapport a la variable z en tout point zg de 2, c’est-a-dire la
limite suivante existe :

d 20+ h)— f(z
(8.14) ) = L) = pun L0 TN S C0)
h—0

REMARQUE 8.4. L’existence de la dérivée d’une fonction de la variable com-
plexe est une notion beaucoup plus forte que dans le cas de la variable réelle car
dans le cas complexe h peut approcher 0 dans toutes les directions du plan, alors
que dans le cas réel, il n’y a que deux directions possibles.

REMARQUE 8.5. Il n’est pas nécessaire d’exiger la continuité de f’ dans la
définition 8.3 ; en effet elle découle de la simple existence de f’ par un théoréme
de GOURSAT.

THEOREME 8.5. Une fonction f = u+ iv est holomorphe dans un ouvert
si et seulement si u et v satisfont les équations de CAUCHY—RIEMANN :

(8.15) Uy = Vy, Uy = —Uy.

Par le théoreme 8.2, une fonction analytique dans un disque D(a, R) :

(5.16) EEDY

est holomorphe puisque z est holomorphe, et par conséquent z™ est holomorphe.
On verra que la récipropre est également vraie.
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8.4.2. Intégration dans C. Soit v un chemin contintiment différentiable
par morceaux dans C, c’est-a-dire une application continue de [a,b] dans C et
dérivable excepté en un nombre fini de points dans ]a, b[. Lorsque vy(a) = v(b), v
est un lacet ou chemin fermé.

DEFINITION 8.4. Soient ) un ouvert de C, v; et 72 deux chemins contenus
dans Q et définis sur [0, 1]. On dit que 71 est homotope & 5 dans  8’il existe une
fonction continue ¢(t, s) pour tout (¢,s) € [0,1] x [0, 1], telle que :

o(t,s) € Q, pour tout (¢,s),
(8.17) o(t,0) = 71(t), @(t,1) =(t), pour tout t,
©(0,5) = 71(0) = ¥2(0), ©(1,5) =71(1) = v2(1), pour tout s.

Deux lacets 71 et 2 sont homotopes dans €2 en tant que lacets si, outre les
conditions (8.17), on a

©(0,8) = ¢(1,s), pour tout s € [0,1].

En particulier si un lacet v est homotope dans 2 & un lacet constant (c’est-a-dire
dont 'image est réduite & un point constant a € ), on dit que + est homotope a
un point a de Q.

DEFINITION 8.5. Un ouvert connexe de € est dit simplement connexe si tout
lacet dans €2 est homotope & un point dans €.

Deux chemins 7; et 2 sont donc homotopes si ’'on peut déformer continiment
v1 en y2 tout en restant dans €.
Passons a l'intégration d’une fonction continue sur un chemin.

DEFINITION 8.6. Soient f une fonction complexe continue dans un ouvert
de C et v un chemin continiiment différentiable & image incluse dans Q2. On définit
I’intégrale de f le long de v par I'intégrale de RIEMANN :

b
(8.18) / f(2) dz = / £ (/1) ' (#) de.

Lorsque 7y est seulement contintiment différentiable par morceaux, l'intégrale
est définie par la somme

> [T ramroa

ou les intervalles [t;, t;41] sont ceux ol v est contintiment différentiable.
De cette définition, on déduit la majoration suivante :

/ ) dz| < sup{I ()} Vo)

ou V() désigne la longueur, ou variation totale, de  :

V(y) = sup {Z (k) = v(tkﬂ)l}
k=1

ot le supremum est pris sur toutes les partitions tg, ..., ¢, de [a,b].
On énonce le résultat suivant sur l’existence de primitive d’une fonction ho-
lomorphe.




164 8. SOLUTIONS ANALYTIQUES

THEOREME 8.6. Soit Q un ouvert de C et soit f une fonction holomorphe
dans Q2. Pour que f admette une primitive dans 2 il faut et il suffit que pour tout
lacet v a image incluse dans ) on ait :

Af(z)dz =0.

Si cette condition est vérifiée, toute primitive F' de f dans ) s’exprime par
F(z):/ fw)dw+ ¢
Yo(2)

ot Yo(z) est un chemin tracé dans , d’origine arbitraire zo € Q0 et d’extrémité
z, et ¢ une constante complexe arbitraire.

On définit I'indice d’un lacet au moyen d’une intégrale particuliere. Soit un
lacet 7y : [a,b] — C et soit zg un point de C n’appartenant pas a y([a, b]). Alors

I'intégrale
1 / dz
211 ~ %= 20

est bien définie et est égale a un entier relatif.

DEFINITION 8.7. L’indice d’un point zg par rapport au lacet -y, pour zg & 7,
est lentier relatif

(8.19) Ind(zp;7) = 1/ dz

2711 z—z0

Intuitivement l'indice correspond au nombre de fois que le chemin tourne
autour de zg. On a le théoréeme important suivant.

THEOREME 8.7 (Théoréme de CaucHy). Soit @ C C un ouvert connexe.
Si f est holomorphe dans €0 et si 1 et vo sont deux lacets contenus dans € et
homotopes comme lacets dans Q on a :

(2)dz = /72 f(z)dz.

On a alors le corollaire suivant.

71

COROLLAIRE 8.2. §i Q est un ouvert simplement connexe et si f est holo-
morphe dans ), alors :

/ f(2)dz=0, pour tout lacet vy dans .
y

THEOREME 8.8 (Formule de CAUCHY). Soit Q@ C C un ouvert connexe. Si f
est holomorphe dans Q) et si zg est un point de Q — {~v}, {v} étant limage d’un
lacet v contenu dans €2, on a :

(8.20) Ind(z0;7)f(20) = 1 /() dz.

211 N Z— 20
THEOREME 8.9. Soit f holomorphe dans un ouvert Q de C, alors f est analy-

tique dans § ; en particulier, par le théoréme 8.2, f(2) est indéfiniment dérivable
dans 2.

Par conséquent, une fonction est holomorphe si et seulement si elle est ana-
lytique.
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COROLLAIRE 8.3. Les parties réelle et imaginaire d’une fonction f = u+ v
holomorphe dans €2 sont harmoniques :

(8.21) V32U = gy + Uyy = 0, V20 = vgy + Vyy = 0.
8.4.3. Théorie des résidus. Pour parler du calcul des résidus qui est tres

utile dans les applications, il convient d’introduire les séries de LAURENT.
Supposons que f est holomorphe dans une couronne circulaire

Qr,r(20) ={z;2 € C,r < |z — 2| < R}
de centre zg (r peut étre nul et R peut étre infini). Alors il existe des nombres

complexes ¢, pour tout n € Z, tels que la série de LAURENT

o0

(8.22) f2)= > enlz—2)"

n=—oo

converge uniformément et absolument dans la couronne. Les coefficients ¢,, sont

donnés par la formule
1 f(z)
n = d 9
¢ 2mi /’y (z — zp)t! ?

ol 7y est un cercle de centre zy contenu dans la couronne.

DEFINITION 8.8. Un point zg est une singularité isolée f si
(1) il existe un disque D de centre z tel que f soit analytique dans D—{z¢};
(2) dans le développement en série de LAURENT autour de zp, il existe un
n < 0 tel que ¢, # 0.
Soit zp une singularité isolée d'une fonction analytique f ; deux cas se présentent :

(a) Il existe un n < —1 tel que ¢, # 0 et tel que p <n = ¢, = 0. Dans
ce cas on dit que zy est un pole d’ordre —n pour la fonction f.

(b) Il existe une infinité de coefficients ¢, (avec n < 0) non nuls. Dans ce
cas, on dit que zg est un singularité isolée essentielle.

EXEMPLE 8.7. Les fractions rationnelles

r(z) = p(z)
q(z)
ou p et g sont des polynomes, n’admettent que des pdles. Les fonctions trigono-
métriques

sec 2z = 5 CSCz =
COosz s z

n’admettent que des poles d’ordre 1 (poles simples) qui sont les zéros du dénomi-

nateur. La fonction
el/z

admet z = 0 comme singularité essentielle isolée.
Un domaine est une partie ouverte et connexe de C.

DEFINITION 8.9. Soit  un domaine de C, zy € Q et f une fonction holo-
morphe dans Q — {29}. Le résidu au point zo est défini par le coefficient ¢; du
développement en série de LAURENT autour de zp. Donc :

Res(f, z0) = %/f(z) dz,
v
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~ étant un cercle de rayon assez petit et de centre 2.

THEOREME 8.10 (Théoréme des résidus). Soient Q un ouvert simplement

conneze de C, zg, 21, ..., 2y des points distincts de S, f une fonction analytique
dans ' = Q —{z0,21,...,2n}. Si vy est un lacet contenu dans ', on a :
(8.23) / f(z)dz = 2miy Ind(z,7) Res(f, z;).

vy j=0

Dans le calcul pratique des résidus, on a deux cas remarquables.

Cas d’un péle simple: Supposons que f = p/q ol p et ¢ sont analytiques
au point zo avec p(z9) # 0. Alors :

p(20)
q'(z0)

Cas d’un podle multiple d’ordre k:

k
Res(f,20) = gy { g2 16— 20)*7)] |

Res(fv ZO) =

z=z0
8.4.4. Calcul d’intégrales de fonctions réelles par les résidus. On
donne deux exemples pour illustrer la méthode.
Dans le premier exemple, on considere des intégrales portant sur des fonctions
trigonométriques et étendues & une période. En utilisant la formule d’EULER :
eiLE 4 e—iw eiw _ e—iLE

sinx =

cosT = -
2 ’ 2i ’

et la variable
z = e
qui décrit le cercle unité dans le sens direct, on a
2m
. z+1/2z 2z—1/2\ dz
f(cosx,smx)d:c_/f< / , / ) —.
~ 2 2 1z

Le théoreme des résidus s’applique ensuite a 'intégrale du second membre.

Le second exemple porte sur les intégrales de fonctions rationnelles. Soient p
et g des polynémes, g sans racine réelle et degré ¢ > degré p + 1. Pour calculer

[

on applique le théoreme des résidus a

0

et au contour vy (V. figure 8.4) :

vy={x;—R<z < R}+{z|2|=R,32 >0}
en faisant tendre R vers 'infini et en montrant que l'intégrale sur le demi-cercle
tend vers 0. On obtient alors la formule :

/;OO %dw =27 ) Res (g;;)

ou la somme est prise sur les zéros de ¢ dans le demi-plan supérieur : ¢(z;) = 0,
Sz > 0.
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-R 0 R

Fi1G. 8.4. Contour d’intégration - de sens direct sur le bord du
demi-cercle.

Exercices pour la section 8.1

Déterminer le rayon de convergence des séries suivantes.

81 i n(n El(n -2) o
n=3

8.2. i (—k1)m 2,

8.3. i (4m)! ™.

1
8.4. Z T .

8.5. i m2m g™,

8.6. i 2% (x —1)™.

167

Trouver la solution générale des équations différentielles suivantes en série de

puissances entieres.

8.7. y' =3y +2y=0.
8.8. (1 —a%)y” —2xy' +2y = 0.
8.9. 3 —day’ + (42® — 2)y = 0.

8.10. v/ —xy’ +y = 0.
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Fi1G. 8.5. La distance r du point A; au point A pour l'exer-
cice 13 de la section 8.3.

Exercices pour la section 8.3

8.11. Démontrer la formule de RODRIGUES (8.10).
8.12. Obtenir la fonction génératrice (8.11).

8.13. Soient A; et As deux points dans l'espace (V. figure 8.5). Obtenir au moyen
de (8.11) la formule

1 1 1 & "
- = — Z P, (cosb) (T—1> ,
T2 T2

T 2,2
T \/r?+7r2 —2riracosf 0

importante en théorie du potentiel.

8.14. Obtenir la récurrence de BONNET :
(8.24) (n+1)Pry1(x) = 2n+ DzPy(x) —nPyp_1(z), n=12,...

(Indication : dériver la fonction génératrice (8.11) par rapport a t, substituer
(8.11) dans la formule obtenue et comparer les coefficients de ¢".

8.15. Calculer P4(0.7) au moyen de (8.24) et comparer avec la valeur obtenue en
évaluant le polynéme Py(z).

Trouver les quatre premiers termes du développement de la fonction f(x) au
moyen des polynomes de LEGENDRE et tracer les trois premieres sommes par-
tielles.

8.16. f(x) = {

r si —1<zx<0,
0 si O<zx<l.

0 si —1<a<0,
1 si O<z<l.

8.17. f(z) = {

8.18. f(x)=z| si0<z<1l.

8.19. f(z)=¢€" si0<ax<2.
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/"

-R -r 0 r R

Fig. 8.6. Contour d’intégration v de sens direct pour l'exer-
cice 24 de la section 8.4.

Exercices pour la section 8.4

8.20. Intégrer la fonction |z| de 0 & 4 le long des deux chemins :
Vlz[oal]u[lal] et 72:[071]
Déduire que la fonction |z| n’est pas holomorphe.
8.21. Montrer que la partie réelle et la partie imaginaire de sin z, c’est-a-dire
sinzcosy et coszsiny,
satisfont les équation de CAUCHY—RIEMANN et sont par conséquent harmoniques.
8.22. Soit f une fonction holomorphe dans le disque D(a, R) de centre en a et de
rayon R. Soit .
y(t)=a+ret, r<R, 0<t<2m,
un lacet dans D(a, R). Montrer :

|
g - ™ [ fE
/i a) 27”'[7 (z —a)nt? =
De plus, si |f(z)] < M pour tout z € D(a, R), déduire I'inégalité de CAUCHY :

M
(n) ‘ <
‘f (@)] = T

8.23. Montrer :
/°° x? d T
——dr = —.
oo L+ zt \/5

00 s
s x ™
dr = —.

0 X 2

(Indication : employer le contour -y dans la figure 8.6 et prendre les limites R — oo
et r — 0.

8.24. Montrer :

8.25. Montrer :

/7r do s o1
= a .
o a-+cosf a2 -1






CHAPITRE 9

La Méthode de Frobenius

9.1. Solutions en série de Frobenius
On énonce sans preuve le théoreme suivant.

THEOREME 9.1. Soit I’équation différentielle du type de FUCHS :

a(z) ,  b(x)

9.1 "y 2 =0
(9.1) Vit ==y + 5y =0,

ot les fonctions
a(r) =ap+arx+---
et
sont analytiques sur —R < x < R. Si ry et ro (r1 > ro) sont les racines de
l’équation déterminante appelée aussi équation indicielle

(9.2) 72 + (ag — 1)r + by = 0,

alors (9.1) admet toujours une solution de la forme :

oo

(9.3) yi(z) = 2™ Z cma™

m=0
=2 (co+ 1z +cox® + 1), co #0.
Le rayon de convergence de (9.3) est au moins égal d R.
La forme de la 2¢ solution dépend de la différence r; — 2. On distingue 3 cas.

Cas 1: Si 0 <7y — rqy # entier, alors

(9.4) o) = 2™ Y cha™, oy #0;
m=0
Cas 2: Sir; = ro, alors
(9.5) ya() =y(@)nz+22 Y Apa™, x>0, A #0;
m=1

Cas 3: Si 0 <r; —ry = p, un entier positif, alors

o0
(9.6) yo(x) = ky1(z) Inz + 2" Z Cpz™, x>0, Cy#0.
m=0
La solution dans le 1°" cas et dans le 3° cas, si le terme logarithmique est
absent (k = 0), s’obtient par la méthode de FROBENIUS proprement dite. La
solution dans les cas 2 et 3, ot apparait le logarithme, s’obtient par la méthode
des séries généralisées.

171
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DEFINITION 9.1. On dit que I'équation (9.1), aux coefficients a(z) et b(x)
analytiques au voisinage de x = 0, admet le point singulier régulier x = 0.

9.2. La détermination des coefficients de la solution par récurrence

Posons
y(x) = cox” + 1’ 4 o’ 4
dans
(9.7) 2®y" + za(z)y' + b(z)y = 0;
alors
22y r(r —cox" + (r + 1)7‘01;ET+1 Y2+ 1)02,’ET+2 T
za(z)y p =< [ao + a1x + agx® + - |[rcox” + (r + Vegz™ ™ + - -]
b(x)y [bo + bra + boa® + - - J[coa” + ezt 4 -]

0 =0, pour tout z.
Le coefficient de z" :
r(r — 1)co + agrco + boco = 0,
ou, avec cg en évidence,
[r(r —1) + agr + boJco = 0.
Si ¢y # 0, r est solution de 1’équation indicielle
% + (ag — 1)r + by = 0;

alors ¢g est indéterminé.
Le coefficient de "' : on a ’équation

(r+ Drer + arreo + ao(r + 1)eg + bico + boer = 0,
qu’on peut résoudre pour ¢; en fonction de ¢y :
[(r4+ 1)r+ao(r+1) 4 boler = —(arr + b1)co.
Le coefficient de "2 : on a ’équation
(r4+2)(r+ 1)ex + ag(r + 2)ce + a1(r + 1)e1 + azreg + boea + bicy + bacy = 0,
qu’on peut résoudre pour cs en fonction de ¢ et ¢ :
[(r+2)(r+1)+ag(r 4+ 2) + bolea = —[ar(r + 1) + b1]er — [aar + ba]co.
On trouve ainsi par récurrence le coefficient c, de 257" en fonction de cg, ..., cs_1.

REMARQUE 9.1. Si 71 et r2 sont les solutions de 1’équation indicielle (9.2),
alors les coefficients cg et ¢, A1 et Cy des solutions non nulles y; () et y2(x) sont
non nuls.
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9.3. Exemples
EXEMPLE 9.1. Trouver les solutions en série de I’équation
5
9.8 2y +—)y=0.
(9.8) zy" + (:v t36)Y
RESOLUTION. On récrit (9.8) sous forme standard pour déterminer a(zx) et
b(x) :
1 5
" 2
— Z\y=0:
Yy + 2 <x + 36) Y ;
alors

a(z) =0 = ag =0,

5 5
b(z) =2+ — = by = —
(@) ="+ 55 °~ 36’

d’ou 'on tire I’équation indicielle

r? +(ap—V)r+by=0 =

5
2
_ ~Z -0
T r+ 36
N 5 1
r==, T9=-—.
1=5 25§
Nous sommes dans le 1°* cas puisque
5 1
nmoT2=g e # entier.
La 1% solution. Posons
Y1 (I) = Z meerTl
m=0
dans (9.8); alors
o0 o0 5 o0
m+r m+ry+2 mtry
Z(m—i—rl)(m—i—rl—l)cmx l—l—Zcmx ! —l—%Zcmx 1=0.
m=0 m=0 m=0
Le coefficient de =™ : on obtient 1’équation indicielle

5 5

’I”l(Tl — 1)00 + %CO = |:’I”1(T1 — 1) —|— %:| Co — 0
Puisque 71 = 5/6 est un zéro du facteur de ¢y, il suit que ¢y est indéterminé.
Le coefficient de 2"+ :

5
(1+T1)(1+T1—1)Cl+%01 :0,
11 5 )
(€X6+%>61—0 — ¢ =0.

Le coefficient de z517 :

s—i—é s—1 cs+c —1—30—0
6 6 s 5s—2 s — Yy

36

2
S(S+§>CS+05—2207 8227374‘7"'

c1=0 = c3=cs=cr=---=0

Pour s impair :
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Pour s pair (s = 2p) :

c2p_—§ “2p-2
4 pBp+1)

Donc

oy — 3 0

T 1T

3 ca (3 2 Co

04__ZX2><7_(Z> 2N % 7

3 cy 3\° co

CG__ZX3><10__(Z> 314 % 7 x 10’

etc. Donc

oo 3\ P 12p+5/6
= —1 p - ’
y1(z) CO};( ) (4) pllx4x7x--x3p+1)

La 2¢ solution. Posons

o0
@) = 3 am
m=0
Le coefficient de 2™ : on obtient 1’équation indicielle

ro(re — 1)cj + 360 = [7‘2(7‘2 -1)+ %} ¢y =0.
Puisque 73 = 1/6 est un zéro du facteur de ¢, il suit que ¢ est indéterminé.
Le coefficient de z"2+! :

5
(1—}—7“2)(1—}—7“2—1)0’{4—%0’{ =0,
7 1 5 N "
(§75+3)c=0 = «i=0

Le coefficient de 25172 :

1 5\ . . 5 .
S+6 S cs—i-chQ—i-%cS:O,

2
s(s—g)c:—i—c:_Q:O, s=2,3,4,...

Donc, pour s impair :

=0,
et pour s pair (s=2p) :
P S B
47 pBp-1)

La solution est donc

00 3\ ? 12p+1/6
_ 1/6 * [ )
yo(z) =gz +CO;( ) <4> P2Xx5x---x(3p—1)

EXEMPLE 9.2. Trouver les solutions en série de I’équation

(9.9) z(1—2)y" +2(1 - 2x)y — 2y = 0.
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RESOLUTION. On récrit (9.9) sous forme standard prés de z = 0 :

12(1-2 1 -2
y//+_M/+ ( ‘Z)y:(),

z l1—=x 22 \1—
Alors
2(1 — 2z)
ar) ===
=2(1-22)(1+2z+2*+---) (analytique pour |z| < 1)
=2-2zx+4+-- (=apt+ax+--),
2z
b(x):_l—:zr
=20 —-22%—--- (=by+bz+---).

Donc I’équation indicielle
72+ (ag — 1)r +by =0
est
24+ (2-1)r+0=0, clest-a-dire r(r+1)=0.
Les racines de cette équation sont
r1=0 et 7ro=-—1.

Donc,
r1—72 =1, un entier = cas 3.

La 17¢ solution. Posons
oo
y1(z) = 2° Z cma™
m=0

dans (9.9) :

"

xy” — 2%y + 2y — day’ — 2y = 0.
Alors

oo

m=2 m=2 m=1

oo oo
- E dmey ™ — E 2emx™ = 0.
m=1 m=0

Le coefficient de zV :
2c1 —2c0 =0 = c¢1 =c¢g, c¢oindéterminé.
Le coefficient de z! :
2X 1lecg4+2%x2c—4x1cy —2¢; =0,
6co —6cp =0 = co2 =c1 = ¢p.
Le coefficient de z* :
(s 4+ 1)scsy1 — s(s — Des + 2(s + 1)csp1 — 4ses — 2¢5 = 0,
(s+1D)(s+2)csy1—(s+1)(s+2)cs =0 = c541 = ¢5 = 0o.

Donc
Co

(@) =co(l+az+a”+--) = T2
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La 2°¢ solution. Posons

ya2(z) = kyi(x) Inx + Z ca™l x>0,

1 - _
yo(z) = kyj(z) Inz + ky1 (z E + Z me2,
m=0
1 o0
" o *
vy (z) = ky! (z) Inx + 2ky; (x )— — kyi(x F + Z —1)(m—2)c,x

m=0
dans (9.9). Le facteur de Inz entre crochets :
kElnz [z(1 —z)y) +2(1 — 2z)y; — 2u1],

est nul puisque y;(x) est solution de (9.9). Alors :

m—3

m—3

1 o0
! * m—3
(1 —x) |2ky; (z )E — ky1(x x — + Z_O —2)chx ]
1 o0 oo
+2(1 - 2x) [kyl -+ Z m_Q] -2 Z ciam =0
:E m=0 m=0
Posons ¢y = 1; alors
1 ) 1
yl(‘r) - 1_$7 yl(x) (1_$)2
z(1—x)2k z(1—-2)k 2(1 2x)k =
- + z(l—=x Z —2)cx
_ )2 2(1 — m
z(1—x) 22(1 —x) x(1 :v) —

+2(1—22) ) (m m—2—2zc;xm—1=0
m=0

m=0

o~

8

m=0
+2 Z (m —
m=0

Le coefficient de 2

-+ Z (m —1)(m —2)cka™ 2% — Z (m —1)(m —2)c;,a™ !
m=0
iy

(=1)(=2)cs +2(=1)¢f =0 => ¢ indéterminé.
Le coefficient de 2!
k—(=1)(=2)cy — 4(=1)cf — 2¢f = 0,
k+(-24+4-2)cf=0 = k=0.
Le coefficient de z°

2x 15 -2 =0 = ¢; =c].

oo
12 E ca™ =0
m=0
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Le coefficient de ! :
2x 1c+2x2c5—4x1cy—2¢5 =0,
6c; —6c5 =0 = 5 =c5=c].
Le coefficient de z° :
(s+1)scs o+ 2(s+1)cs g —s(s — )iy —4sciyy —2¢;., =0,
(s4+1)(s+2)coyo—(s+1)(s+2)ciy, =0 = ¢, =ci 1 =]

Donc la 2° solution est

* * *

0] * 2 % !
z)=—4+ci(l+z+2x )= — .
ya(z) x—+1(+ +zc4--) pa
Puisque la 2° partie de cette solution :
!
1—az’
est déja contenue dans la 1™ solution
Co
x) = )
(@) 1—=x
on peut prendre
<
T)=—
y2(2) = —
avec ¢ indéterminé. d

9.4. La solution générale dans le cas 3 avec £k =0

Si dans le cas 3 le terme logarithmique est absent (kK = 0), on obtient la
solution générale d’un seul coup avec r = ry < r; en posant

(9.10) y(x) = 2" (co + c1@ + co2® + -+ + cpa® + )

si ¢o et ¢, sont indéterminés out p = r1 —rg > 0. Si, d’autre part, k # 0, alors (9.10)
conduit & une contradiction. En pratique, on substitue (9.10) dans I’équation
différentielle donnée. Si 'on trouve que cy et ¢, sont indéterminés, alors k doit
étre nul et 'on peut déterminer, par récurrence, cy,c,...,cp—1 au moyen de co
et cpt1,Cpy2, ..., au moyen de ¢ et cp.

EXEMPLE 9.3. A titre d’exemple simple, considérons :
2y’ + 2y — 2y =0.
RESOLUTION. On voit que r; = 0 et rg = —1. Alorsp=0—(—1) = 1 et avec
r=Ta,
y(x) = 27 co + 1z 4+ car? +---).

En substituant y(z) dans équation différentielle, on obtient que ¢y et ¢; sont
indéterminés et

Co (&3] C1 C1
Co = = — Caq = e —
2T 1x2 20 BT ox3 3

C2 (&) C3 C1
Cq = = — Crp = ——— — —
YT 3x4 4 P T 4xs5 5l
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(z) = 2 1+I2+I4+I6+ + & +I3+I5+
r) = — JR— JR— JR— - — |z JR— JR— .
Y x or T T Gl = 31 Bl

cocoshx + ¢g sinhx

O

X

Pour un exemple ou k # 0, voir Y, (z) & la section 10.2.

9.5. La méthode de la variation des parameétres

Dans les cas 2 et 3, si ’'on a une expression fermée pour y;(z), on peut alors
trouver yo(x) par la méthode de la variation des parametres en posant
y2(z) = y1(z)u(z).
Alors u(x) s’obtient par intégration.
A Texemple 9.2,

1
1 (I) = 1_2
posons alors
u(x
o) = 22

dans (9.9) :
[z(1 —2)y] +2(1 — 22)y} — 2y1]u+ (1 — x) [2y)u’ + y1u”’] + 2(1 — 22)yu” = 0.
Le premier crochet est nul parce que y1(x) est solution de (9.9). De

1 , 1

yi(z) = 1—2 yi(z) = m,
on obtient
zu' +2u =0,
c’est-a-dire
u”’ 2
v
alors
x u/l x
/ —/dxz—/ —dr = Inu' =In— + ki,
U
k
w=t o Ry
T
Donc
(2) 1 ke ks
T) = — —
Y2 l—2 x 1—2x
Ky ks
T 1—a’

ou I'on a employé un développement en fractions simples. Donc

C*
y2(z) = ;0
puisque

ks

1—2x

est déja contenu dans y (z).
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Exercices pour le chapitre 9

Résoudre les équations différentielles suivantes par la méthode de FROBENIUS.
9.1. 2%y” —y = 0.
9.2. 2y’ — 3+ 2)y +2y=0.
9.3. xy” + 2y + xy = 0.
94. y' +zy' + (1 -2y = 0.
9.5. 2%y” + 6y’ + (6 — 42?)y = 0.

9.6. zy = (z+ 1)y.






CHAPITRE 10

L’Equation de Bessel

10.1. La solution J,(z) de premiére espéce
On résout I'équation de BESSEL
(10.1) 2y +ay' + (2 =)y =0
par la méthode de FROBENIUS. Si ’on récrit cette équation sous forme standard
1 —12 4 22
v+ -y +——5—y=0,
x x
on voit que
alz) =1 = ap =1,
b(x) = —1? + 22 = by = —1?,
et que a(x) et b(z) sont analytiques partout. Dans ce cas, I’équation indicielle
72 + (ag — 1)r + by = 0,
devient
r? -2 =0.
Pour fixer les idées, prenons
v >0.

Alors r1 = v, 19 = —v.
Pour obtenir la 1'¢ solution, posons

o0

y1(z) = Z emx™TY

m=0

dans (10.1) :

Z (m+v)(m+v—1epz™ + Z (m + v)epma™t

m=0 m=0

o0 o0
+ g et T2 2 g Cmx™ Y = 0.
m=0 m=0

Le coeflicient de chacune des puissances de z est nul parce que le second membre
est identiquement nul.
Le coefficient de z” : on obtient I’équation indicielle :

V(v —=1)+v—1]c=0.

Donc
0 X cg=0 = ¢y est indéterminé.

181
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M(a)

| , 15
1 1
1 1 1 10
1 1 1
1 1 1 5t
L I 1 1

1 | 1

a
1 1 1 1
- I 2 | 2 4

1 1 1 -5
1 I 1
1 I 1 r =10
1 1
! ! r =15

F1c. 10.1. La fonction I'(«).

Le coefficient de ¥ *+! :
v+ Dver+ w4+ 1) — v2e1 =0,
c’est-a-dire,
P +2w+1—1v)e = [v+1)2 =11 =0 = ¢; =0.
Le coefficient de z¥7* :
(s+v)(s+v—1)cs+ (s+V)cs+coa—12cs =0, 5=2.3,...,

qui devient
(s +2v)scs + cs—o2 = 0;

donc
c3=cs=cy=---=0
et
1
(102) Com = —m Com—2, m = 1,2,3,...

Pour normaliser les coefficients cg, introduisons la fonction gamma, :
Na), a#0,-1,-2,...,
(V. figure 10.1) qui est tres utile en mathématiques et dans les applications.

DEFINITION 10.1. La fonction gamma est définie par I'intégrale

(10.3) I'(a) = /OOO ettt at

si a > 0, et par la relation
T 1
(10.4) (o) = L@+ D
«
sia<0Oeta#0,—-1,-2,...

Cette fonction prolonge aux nombres réels, et méme complexes, la factorielle
n! qui n’est définie que pour n =0,1,2,...
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THEOREME 10.1. La fonction gamma satisfait la relation de récurrence :
(10.5) ) =1, MNa+1)=al(a), a#0,-1,-2,...

DEMONSTRATION. Il suffit de considérer le cas o > 0. On substitue o + 1
pour « dans (10.3) et on integre par partie :

Nla+1) :/ e > dt
0

00 oo
+ a/ ettt dt
0 0

=al(a). O

— _e—ttoz

Lorsque « est un entier positif n, I'(n + 1) se réduit a la factorielle (n + 1)!
comme on peut voir par récurrence :

r(1) =1 =0
I(2)=T(1+1)=1r1) = 1,
I(3)=T(2+1) =2I(2) = 2

I‘(k—.i— 1) =kT'(k) = k.

REMARQUE 10.1. T'(«) possede des pdles simples en o = 0,—1,-2,-3, ..
c’est-a-dire, pres de ces points, disons —n,

1
I'(a) = ——— + fonction bornée.

a—(-n)
Maintenant, on normalise les coefficients (10.2). Puisque ¢y est indéterminé,
posons

*

1
T Mt 1)
Alors
B co B 1
T TR0 T 2HIT(v+2)
. Co - 1
AT Ton 1) 2H2AT(v + 3)
et, en général,
(10.6) Com (=1)

- 22mtrmIl(v +m+ 1)

Donc

(10.7) T(@) =2y (=1)"a™

22mtvmIl(v +m+ 1)

m=0
C’est la fonction de BESSEL de 17 espece d’ordre v. La série converge pour tout
T puisqu’on a supposé que v > 0.
Pour v = n un entier > 0, la série (10.7) devient

_ mw2m
(10.8) Tn(x) =2" Y (=1)

= 22mtnml(n 4+ m)!’
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Pour ro = —v < 0 pas un entier, la série (10.7) devient
e (_1)mx2m

(10.9) Jov(@) =™ z:o 22m=rmIT(m — v+ 1)

THEOREME 10.2. La solution générale de (10.1), pour v # entier, est :
(10.10) y(x) = k1 Jy(x) + ko J_, ().

DEMONSTRATION. Puisque v apparait au carré dans I’équation différentielle
(10.1), alors J_, est aussi une solution de (10.1). Si v # entier,

Ju(x)
J_p(x)

donc dans ce cas J, et J_, sont linéairement indépendantes. O

# constante;

THEOREME 10.3. Si v = n est un entier, alors
(10.11) J_n(x) = (-1)"Ju(x), n=0,1,2,...,
c’est-a-dire J,, et J_, sont linéairement dépendantes.

DEMONSTRATION. Par la représentation de J_,, en série on a

_ & (_1)mx2mfn
Ton(@) = mz_ 22m_"m!1"(m —n+1)

m2mn

- Z 22m nml _n)l

1 1 1
— =0, ——=0, ..., ———— =0.
I\(o) ) ) ) _

Par la substitution

puisque

s=m-—n, m=Ss-+n,

dans la derniere série, on a

St s+n 2s+n
- SZ 225+" (n+ s)!s!
=(=1)"Jn(z). O

10.2. La solution Y,,(z) de seconde espéce

On note
Yn(I):yQ(I)a n:05172537"'5
la fonction de BESSEL de 2° espece d’ordre n, ol yo est la 2° solution de (10.1).
Son développement en série de FROBENIUS est

nOO

m 1
0121 1ot = 2 i (5) ]+ 55 Cme e

_nn _1

v E 7’L — I2m
22m nyp ’
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ou
1 1 1
x>0, hp=0, hg=1+-+-4+---4+—-, s=1,2,3,...,
2 3 S

et v est la constante d’EULER :

. 1 1 1
y=lm (1+-+-4+ -+ ——1Ins
5—00 2 3 S
=0.57721566490. ..
Cette constante est un nombre irrationnel. On remarque que
Yo(z) = —oc0 avec x — 0+,

a cause de la présence du logarithme dans le premier terme de (10.12).

10.3. Les fonctions J; /() et J_;/5(x)

LEMME 10.1.

2
10.1 Y
(10.13) Jija(x) =1/ —sinz

et

2
(10.14) J_12(x) = \/ﬁ Cos .

DEMONSTRATION. On sait que ’équation différentielle 4" + v = 0 admet les
deux solutions indépendantes :

. 3 2

(1015) yl(;[;):&nx:x_g_f_a_...’
I2 I4

(10.16) y2(x):c()5x:1_i+z_...

D’autre part, en posant

Y= kxl/zu(x)
dans y” +y = 0, on obtient :

y// +y= k (xl/Qu// +x71/2u/ _ £x3/2u+x1/2u> =0,
et en multipliant le 2° membre par
1 s
on obtient :
1
22u” + zu’ + (w2 - Z) u=0.

C’est I’équation de BESSEL d’ordre 1/2. Celle-ci admet les 2 solutions indépen-
dantes :

1 1
uy (r) = Jl/z(fr) = 9172 m at/? —
1 1 12

= — T
V2 37
V2 i

NG
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et

_ 1t L
2-12T (-1 +1)

V2 12

VT ’

uz () = J_1/2(x)

ou l'on a utilisé le fait que

I‘(%—l—l)_%l“(%)—%ﬁ

qui découle du lemme 10.2 qui suit. Donc

2
(10.17) yi(@) = k'’ ]y o (z) = k (v Z 2+ aga® + aga® + - )
™

et
2
(10.18) ya(x) = kIl/QJ_l/Q(I) =k (\/;1 +asx® +ajat + - ) .

Puisque dans (10.15) et (10.17) on a les mémes puissances impaires de z, il suffit
d’identifier les coefficients de ! de chacune des séries :

2
1:k\/j;
T

k=2
2

on a donc

Ceci démontre (10.13).
On démontre (10.14) de la méme fagon en remarquant que les mémes puis-
sances paires de x apparaissent dans (10.16) et (10.18). O

LEMME 10.2. Montrer :
1
(10.19) r <—) = /7.
DEMONSTRATION. Par la définition 10.1, on a

r (1) :/ e~ t1/2 gt
2 0

t=2% dt=2xdr, tY?=2z"";

3

SOt I

=4 / e~ (@) gy dy.
o Jo

Posons

alors

Maintenant posons
x=rcosf, y=rsind,
alors
dedy = rdrdf, z*+y? =r°.
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On a donc
2 oo pm/2
1
[P (—)] :4/ / e rdf dr
2 0o Jo
:41/ e rdr
2 Jo
e‘r2 =
:2 —
0
=T.
donc

1
10.4. La relation d’orthogonalité pour les J,(z)

Dans cette section, on dérive les relations d’orthogonalité pour les fonctions
de BESSEL J,,(z) de la premiere espece d’ordre entier n.

THEOREME 10.4. Les fonctions de BESSEL de 17 espéce J,, () satisfont les
relations d’orthogonalité suivantes :

R
(10.20) (JnAmn@), TnAen)) = / 20 Arin®) T (Nen ) dev
0
o, m # k,
R72J721+1()‘knR)7 m =k,
ot a
A = S8 m=1,2.3,..., n=012..,

et aumy est le m€ zéro positif de J,,.

DEMONSTRATION. On commence par la 1% partie (m # k) :

R
/ Iy (Amn ) I (Mg ) de =0, m # k.
0

On sait que J,,(z) satisfait I’équation de BESSEL

.. . d
(10.21) §2Jn(8) + 8Jn(s) + (52 =n*)Ju(s) =0, n=0,1,2,..., = Ts
Par la substitution
s=\x d_:v = l
T ds TN
on a
jo_4n _ddndr 1., -, d
" ds dr ds X ™ dz’
et 1

Alors (10.21) devient :
?J!(Ax) + zJ,(Az) + (\22? — n?) J,(Az) = 0,

2
xJ'(A\x) + J,(\z) + <—% + /\2:1:> Jn(Az) = 0.
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On récrit cette derniere équation sous forme de divergence :
2

(10.22) [zJ! (\z)] + <_n_ + /\23:) Jn(Az) = 0.
x

ce qui permet 'intégration par parties.
Posons A = Ay (resp. Agn) dans (10.22) et multiplions par J,(Agp) (resp.
—Jn(Amn)) :

Jn(Aen) {[xJ;(Amnx)]’ + <—"§ + Afmx) Jn(/\mnx)} =0,

2
—Jn(Amn) {[xJ,/L()\knx)]/ + (_n_ + )\inx) Jn()\;mx)} =0;
x
additionnons :

(/\fnn — /\in) T Ain®) I Akn @) + T Men ) [T, Amnz)]
— JnMmn) [, (Aknz)] = 0,

et intégrons :

R
0

R R
_ / T ) [, Omnz)]| it + / T Oon) [27" (Apnz)]| da
0 0

R

R
:—Jn(/\kna:)erlL()\mnx)‘ —l—/ J! (Aenz) 2], (Amn) dz
0

0

R R
+Jn(Amnx)xJ,;(Akn:c)‘0 - / T Q)2 (Nen) dze
0
— 0.

Ceci complete la 1% partie de (10.20).
On montre maintenant la 2° partie (m = k). Multiplions (10.22) par 2z.J,,(A\x) :

/ ’rL2
22J),(\x) [vJ],(\z)]” + 22J),(Ax) ()\295 - —) J.(\x) =0,

x
{[erlL()\x)]z}/ + (N%2? —n?) {Jz()\x)}/ =0.
On integre par rapport a z de 0 & R :
R R
(10.23) 2]’ (\z)] ]0 - _/ (X222 — n?) {J2(\a)} da.
0

Posons o
A=A\ = =2

R
et intégrons le 2° membre de (10.23) par parties :

R R
2°M = — (\2,,2% —n?) Jg()\mnx)}o + 2)\$nn/ 2 J2Amnz) do
0

R
=2)2 / I Amn) dx
0

= 2)‘2nn||Jn()‘mnx)”2'
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Pour calculer le 1°" membre de (10.23), on emploie 'identité
d
d_s[s_an(s)] =—s""Jnt1(s),
c’est-a-dire
—ns " T (8) 4 5T (8) = —s " Ty (s),
que l’on multiplie par s"*! :

—nJp(s) + 5Jn(s) = —sJny1(s).

Posons
S = ApnT '—i— 1 i—' 1 /'
ST s Apn o dr \ A )
alors
2J) Amnz) = ndnAmn®) — AmnTJnr1(Amn).
Donc
5 IR
1M = [, Ant)] ‘
5 |R
= [an()\mn:E) - )\mnxJn—i-l()\mnx)] 0
= )\72nnR2‘]721+1()\mnR)'
Alors

Jn(A 273—2(]2 AmnR). O
|| n( mnfEH ) n+1( mn )

10.5. Réduction d’une équation a 1’équation de Bessel
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On peut parfois trouver la solution générale d’une équation différentielle du

second ordre par réduction a I’équation de BESSEL :

:CQy”—i—:vy’—i— (I2 _ 1/2)y =0

dont la solution est
y(x) = k1 () + ko J—, (2)

si v n’est pas un entier, et

y(x) = k1 Jn () + ko Yn(x)

si v = n est un entier. On rappelle que Y,,(z) admet une singularité & 'origine :

Y, (x)] = 00 avecz — 0+.

Par exemple, si v = 2,
.%'2y” —I—xy/ + (.%'2 _ 4)y =0
admet la solution générale

y(@) = k1 Jo(z) + ks Va ().

Voici un exemple simple de réduction a I’équation de BESSEL. Si I’on multiplie

I’équation différentielle
:zry”+y’+33y:0
par x, on obtient I’équation de BESSEL
x2y// + xy’ + (.%'2 _ 02)y =0
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d’ordre 0, dont la solution est
y(x) = k1Jo(z) + ko Yo(x).
On présente des exemples ol ’on transforme soit la variable dépendante (ce qui

est facile), soit la variable indépendante, soit les deux. Dans chaque cas, on indique
entre parentheses les substitutions a utiliser.

EXEMPLE 10.1. Trouver la solution générale de ’équation différentielle :
1
'y Ty =0 (2= V).
en la réduisant a ’équation de BESSEL au moyen de la substitution indiquée.

RESOLUTION. On transforme la variable indépendante et, par abus de nota-
tion, on utilise y pour désigner y(z) et y(z) = y(z(z)). Alors par la regle de la
dérivée des fonctions composées :

dy _dydz_ 1 .dy

der ~ dz dx 2z dz

et
d2y_d dy| d |dy| dz
E‘E[@}_I[E}E
_d [ 1 dy| 1

2:2 dz | 2z dz?

_ 1 dy 1 d?y

423 dz | 422 d2?

On substitue ces expressions dans ’équation différentielle et ’on simplifie :

22{ 1 dy 1 de} 1dy 1

- %, - %y — Y Cu=0
423 dz = 422 dz? +22 dz+4y ’

1 d%y 1 dy 1 dy 1

_ 1 dy 1 d?y] 1
N 2z

—-d Sy =0
132 Tod: " ma tav=Y
y  dy
2 Y 2
Zd22+2dz+zy 0.

On obtient I’équation de BESSEL d’ordre 0 qui admet la solution générale :
y(z) = k1Jo(2) + k2Yp(2).
Enfin, revenant a la variable indépendante x, on a :
y(z) =kido (V) + kYo (V). O
EXEMPLE 10.2. Résoudre :
vy —y +ay=0, (y(=)=au(z)).
RESOLUTION. On transforme la variable dépendante :
y =u+ 2,
y' =2u 4+ zu’;

alors
x(2u + xu”) — (u+ 2u') + 2%u = 0,
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22 + ou + (2% — Du =0,

u(x) = ki Ji(x) + k2 Yi(2).
La solution générale est donc
y(z) = k1zJi () + koY (z). O

ExXEMPLE 10.3. Résoudre :
2
y”+xy =0, (y— u\/E, §I3/2 —z> .

RESOLUTION. On transforme d’abord la variable dépendante :

1/2

y=x'u,

y = 22+ 112,

3

y// — Il/zu// + x71/2u/ _ ix73/2u;

donc
1
(10.24) a2 a2y — Zafg’/zu + 2%/%u = 0.
On transforme maintenant la variable indépendante par la substitution :

2
2 p3/2 dz /2

Z = 3 ) % =X
Alors
du  du dz
de  dz dz
_ x1/2d_u
dz’
et
2
Pu_d [ pde
dz?  dzx dz
1 qpdu 1/2d2u dz
o 23: dz v dz? dx
1 2
_ L apdu 4w
2 dz dz?

On substitue ces expressions dans I’équation différentielle (10.24) :

Pu ldu du 1
3j@’u lau au 1 _3/9 3/2,, — 0
v dz?2  2dz dz 4x ut et ’

2 3/2 d2u du 2 3/2 1 73/2
— R JR— — — — :0
37 ae T T \ET 6" “=5
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On a obtenu ’équation de BESSEL d’ordre 1/3 qui admet la solution générale :

u(z) = kiJi3(z) + kaJ_1/3(2),

2 2
u(x) = k1J1/3 <§ZE3/2) + kQJ_1/3 (gIB/Q) .

Finalement, on revient a la variable dépendante y :

2 2
y(x) = kiva Jyys <§I3/2) + kovw J_y)3 <§I3/2) .

Exercices pour le chapitre 10

10.1. Montrer les relations de récurrence (V. (6.17) et (6.20)) :

(10.25) (2", (x)]" = 2" J,_1(z)
et
(10.26) [V ], (2)] = 27" Jyia (@)

& partir de (10.5) et (10.7).

10.2. Déduire de (10.25) et (10.26) les relations de récurrence (V. (6.18)) et
(6.19)) :

(10.27) Tyor (@) + Jysr (2) = %”JU(Q;)
et
(10.28) Ty1(2) = Joes (2) = 2J.(2).

10.3. A partir de (10.25), montrer :

(10.29) /x”J,,_l(:v) dx = a¥J,(x) + ¢

10.4. A partir de (10.28), montrer :

(10.30) /J,,H(:v) dx = /Jl,_l(ac) dx — 2J,(z).

10.5. A partir de (10.26), montrer :

(10.31) /:c_”J,,Jrl(:c) dex = —x7"J,(x) + c.

Trouver la solution générale des équations différentielles suivantes par réduction
aux équations de BESSEL.

10.6. 4z%y" +day’ + (x — 1)y =0, (2(x) = V).
10.7. zy” + (1 +2n)y + 2y =0, (y(z) =27 "u(2)).

10.8. 2%y" + (2 +1/4)y =0, (y(z) = vz (u(2)).
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10.9. Montrer :
2J, (o, 2J, (o,
o = (On12) (n2®) o9,
an,ljnJrl(an,l) an,QJn+1(04n,2)
sur 0 < & < 1 = R, oll ap est le k¢ zéro positif de J,(x). On remarque que
ap k= o et ag k= Oy sont les zéros respectifs de Jo(x) et de Ji(z).







CHAPITRE 11

Le Probléme de Sturm-—Liouville

11.1. La forme de divergence d’une équation différentielle
Toute équation différentielle du second ordre :
ao(®)y” +ai(x)y’ + az(x)y =0, ao(z) # 0,
peut s’écrire sous la forme de divergence :
[r(@)y']" + a(z)y = 0.

De fait,
r(z) = e "la1(s)/ao(s)] ds

est un facteur d’intégration de
ao(z)w’ + a1 (z)w;

donc

e+ Doy | + 2wy =0
agp(x)
devient

d @
- |:ef (al/%)dsy’:| + a2(2) r(z)y =0,

c’est-a-dire
[r(z)y'] + a(z)y = 0.
11.2. Le probléeme de Sturm-Liouville

DEFINITION 11.1. Le probléme qui consiste & trouver les solutions nonnulles
sur [a,b] de I'équation différentielle du 2° ordre :

(11.1) [r(@)y’) + la(2) + Ap(@)ly =0,
avec les conditions aux limites

(11.2) kiy(a) + kay'(a) =0, (K1, k) # (0,0),
(11.3) Liy(b) + 12y’ (b) =0, (l1,12) # (0,0),

est un probleme de STURM—-LIOUVILLE. Les valeurs de A qui donnent des solutions
non nulles sont les valeurs propres, et les solutions non nulles correspondantes sont
les fonctions propres. La fonction p(zx) s’appelle la fonction poids.

EXEMPLE 11.1. Soit
y"+Xy=0 sur|0,L],

avec les conditions aux limites
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Dans cet exemple, la fonction poids est
p(z) =1
et les fonctions propres et valeurs propres sont

nm\ 2

yn(x):sinn—wx, )\":(L)’ n=1,223,... O

L
EXEMPLE 11.2. Soit
y"+ Xy =0 sur|0,L],
avec les conditions aux limites
y'(0)=0, y(L)=0.
Dans cet exemple p(z) = 1 et les fonctions propres et valeurs propres sont
yn(z) = COSWI, An = [Wr, n=1,23,... O
Dans les deux sections suivantes, on modifiera les conditions aux limites (11.2)

et (11.3) selon que r(z) s’annule & 'un ou lautre des points z = a et x = b.

11.3. Les relations d’orthogonalité

Si les fonctions p(x), ¢(x), r(x) et r'(z) en (11.1) sont réelles et continues sur
[a, b], alors les fonctions propres associées & des valeurs propres distinctes satisfont
des relations d’orthogonalité.

En effet, soient y,, et y, deux fonctions propres de

[r(@)y']" + la(x) + Ap(z)]y =0
associées a des valeurs propres distinctes, A\, # \,. Alors
[r(@)ym]" + la(@) + Amp(@)]ym = 0
et
[r(2)yn]" + [a(z) + Aap(2)]yn = 0.
On multiplie la 17® équation par y,, :
Yn[r @)y + ynla(@) + Amp(@)]ym = 0,
et la 2° par —y,, :
~Ym[(2)yn]" — ymla(x) + Aup(@)]yn = 0,
et I'on additionne :
Yn[7(@)Ym]" = Ym[r(@)yp]" + A = An)P(@)Ymyn = 0.
Alors
()‘m - )‘n)p(‘r)ymyn = ym[r(x)y;]/ - yn[r(‘r)y;n]/

= %[r(w)(ymy; — Yn¥p)]-

Maintenant on inteégre sur [a,b] :
b
(A1) O =) [ 0t = ) umO)(6) = w0 (815 0]

—r(@)lym(a)yn(a) — yn(a)y,, (a)].



11.4. PROBLEMES REGULIERS ET PROBLEMES SINGULIERS 197

Si le 2° membre est nul, alors on a les relations d’orthogonalité :

b
(115) | @@y =4 "

a HynH , M =mn,
ou la norme ||y, || est définie par le 1°* membre. On consideére cette question & la
section suivante.

Sip(z) > 0et r(x) > 0sur a <z < b, le probleme de STURM—LIOUVILLE

admet une infinité de valeurs propres. Si, d’autre part, p(z) > 0 sur a < z < b,
les valeurs propres sont réelles.

11.4. Problémes réguliers et problemes singuliers

On considére quatre problemes dits singuliers ou réguliers selon que r(a) ou
r(b) sont nuls ou non.

Cas 1: Probléme régulier : r(a) # 0, r(b) # 0. Les conditions aux li-
mites (11.2) et (11.3) satisfaites par les fonctions propres y, (z) et y, (x)
correspondent aux deux systemes linéaires homogenes :

e e =10

[ym(b) yin(b)Hh]{O}

yn(b) Y (b) L] [0]

Puisque, par hypothese, chaque systeme admet une solution non nulle,
il suit que le déterminant de la matrice des coefficients de chacun des
systémes est nul. Done, les deux termes du second membre de (11.4), qui

contiennent ces déterminants, sont nuls. Ceci démontre ’orthogonalité
des fonctions propres y, () et y,(x) pour m # n.

Cas 2: Probléme a un point singulier : r(a) = 0. Dans ce cas, une seule
condition aux limites, en x = b, suffit :

Liy(b) + Loy’ (b) = 0.
On exige alors que y et 3’ soient bornées en z = a. On a une situation
semblable quand r(b) = 0.

Cas 3: Probléme a deux points singuliers : 7(a) =
ple 11.4 o1, pour I’équation de LEGENDRE, 7(x)
on n’a besoin d’aucune condition aux limites.

r(b) = 0. (Voir 'exem-
=1—22.) Dans ce cas,

Cas 4: Probleme périodique : r(a) = r(b) # 0. Dans ce cas on remplace
(11.2) et (11.3) par les conditions aux limites périodiques :

y(a) = y(b)v
y'(a) =y (b).
EXEMPLE 11.3. Appliquer la théorie précédente a I’équation de BESSEL sur
[0, R] :

/! n2 2
) + (—— + M2 )y =0,
T
avec les conditions aux limites :

y(0) et 3'(0) bornées, y(R)=0.
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RESOLUTION. On passe de I’équation de BESSEL d’ordre n :
2y + 2y + (2*—n®)y=0,
a Déquation donnée par la substitution z = v/A z. La solution générale est donc :
y(z) = ardn (\/X:c) + Y, (\/X ) .

Puisque Y,, n’est pas bornée en l'origine, co = 0. Pour cette équation, le poids est

plz) =z,
la fonction ,
n
q(x) = T
n’est pas continue en z = 0 et
r(r) ==z
Comme
r(0) =0,

les conditions données en x = 0 suffisent. Pour satisfaire la condition en z = R, il
faut que VAR = aypn, ¢'est-a-dire

Qmn,
V )\mn = ?a

ol les ayy,y, sont les zéros positifs de J,,. Puisque 7(0) = 0, il suit de (11.4) que les
solutions J,, (\/ P, :C) sont orthogonales sur [0, R]. O

EXEMPLE 11.4. Soit le probleme de STURM—LIOUVILLE :
(1 -2y + y=0, sur[-1,1],
avec les conditions aux limites :
y(=1), y(1), ¥'(=1) et y'(1) bornées.
Dans cet exemple p(z) =1 et

yn(x) = Po(z), Ap=n(n+1), n=0,1,2,...

Puisque
r(z) =1 — 22,
il suit que
r(a) =r(b) = 0.
Par conséquent aucune condition aux limites n’est requise et le probleme de
STURM—LIOUVILLE est singulier. O

11.5. Polynémes orthogonaux

On a déja vu, a 'exemple 1.6 et aux sections 8.2 et 8.3, que les polynoémes de
LEGENDRE P, (x) sont orthogonaux de poids p(z) = 1 sur [—1, 1]. On mentionne
ici trois autres familles de polynémes orthogonaux, soit ceux de CHEBYSHEV, de
LAGUERRE et d’HERMITE.
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T.(9)
1 TO
Tl
05
T2
X
-1 -0.5 05 1
-0.5
T3

Fi1G. 11.1. Les 4 premiers polynémes de CHEBYSHEV.

11.5.1. Les polynomes de Chebyshev sur —1 < x < 1. On définit les
polynémes de CHEBYSHEV sur —1 < z < 1 par ’expression :

T, (x) = cos(n arccos x),

n=20,1,2,...
Les 6 premiers sont (V. figure 11.1) :
To(z) =1, Ti(z) = ,
To(z) = 22 — 1, Ts(x) = 42® — 3u,
Ty(z) = 82" — 82% + 1, Ts(x) = 162° — 202° + 5z

On peut obtenir les T,,(x) par la récurrence :

Tni1(x) = 22T, (x) — Tr—1(z).
Les T),(x) sont solutions de ’équation différentielle

(1—a?)y" —ay +n*y=0
et sont orthogonaux avec le poids

Il est clair que

11.5.2. Les polyndmes de Laguerre sur 0 < x < oo. On définit les
polynémes de LAGUERRE sur 0 < z < oo par l'expression :

mdn n, , —x
Lo(z) = 1, Ln(x):%%, n=1,2.3 ...

199
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Ln(¥)
r 8

Fi1G. 11.2. Les 4 premiers polynomes de LAGUERRE.

Les 4 premiers sont (V. figure 11.2) :
Lo(x)zla Ll(I):l_Ia

1 3 1
L2(:c):1—2:v+§x2, L3($):1—3x+§x2—6x3.

On peut obtenir les L, (x) par la récurrence :
(n+1)Lypt1(z) = 2n+1—2)L,(x) — nl,—1(x).
Les L, (x) sont solutions de 'équation différentielle
"+ (1 —-2)y +ny=0
et satisfont les relations d’orthogonalité avec le poids p(z) = e * :

/Ooo e “Ly(z)Ly(x)de = {O, m % n,

1, m=n.

11.5.3. Les polyndémes d’Hermite sur —oco < x < oo. On définit les
polyndémes d’HERMITE sur —oo < x < oo par les expressions :

d'ﬂ
Heg(x) =1, Hep(z) = (—1)"ew2/2 — (6_12/2) , n=1,2,...

dz™
Les 5 premiers sont (V. figure 11.3) :
Heo(z) =1, Heq(z) = x,
Heo(x) = 2% — 1, Hes(z) = 2% — 3z,
Hey(z) = z* — 622 + 3.

On peut voir que
He,(z) = nlay(x),
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ol an(z) est le coefficient du développement de MACLAURIN :

(11.6) et/ = Zan

le 1°* M est la fonction génératrice des He,(x). On a relation :
(11.7) Hepi1(x) = xHe,(z) — Hel, (z).
Si l’on dérive (11.6) par rapport a x, on obtient

He!

n

(r) =nHep—1(x),

et par (11.7), He,(x) satisfait I’équation différentielle :

1

Y’ —ay 4+ ny =0,

d’ou Pon voit que les He,, () sont orthogonaux sur —oo < = < oo avec la fonction
poids :

c’est-a-dire

2"nly/2m, m =n.

/ Hem( )Hen( ) —x /2d$ {0, m?'éna

REMARQUE 11.1. On a aussi la définition des polynémes d’HERMITE, moins
fréquente dans les applications :

dn
Ho(w) =1,  Hu(a) = (-1)"e” — (e*zz) . n=1,23,....

Dans ce cas, les 6 premiers polynoémes sont :

Hy(z) =1, Hy(z) =2z
Ho(x) = 422 — 2, Hs(x) = — 12z,
Hy(z) = 162 — 4822 + 12, Hs(z) = 322° — 1602° + 120z

On a relation :
Hy,y1(x) =2xH,(z) — 2nH,(z).
Les H,(z) satisfont I’équation différentielle :
Yy’ —2xy’ +2ny =0,

et la relation d’orthogonalité :

> 22, ]0 m # n,
[m H,,(z)Hy(z)e™ do = {Q"n'\/_ -
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Hen (X)
He
3
2.
He,
He, / . | .
-1 -0, 0.5 1
He1
He, ol

Fia. 11.3. Les 5 premiers polynomes d’"HERMITE.

Exercices pour le chapitre 11

11.1. Montrer que les fonctions :
1, coszx, sinx, cos2x, sin2z, ...,

utilisées dans les développements de FOURIER, sont les fonctions propres du
probleme de STURM—LIOUVILLE :

y' '+ Ay =0, y(m)=y(=n), y(r)=y(-n).
Conclure que ces fonctions sont orthogonales sur —7 < z < 7.

11.2. Trouver les valeurs propres et les fonctions propres des problemes de STURM—
LIOUVILLE

(2y) +Aa"ly =0, y(1)=0, yle)=0.
(Indication : poser x = e'.)

11.3. Trouver les valeurs propres et les fonctions propres des problemes de STURM—
LIOUVILLE

(e*y) +e*(A+1)y=0, y(0)=0, y(r)=0.

11.4. Ecrire ’équation différentielle
(1—22)y" —ay +n%y =0

sous forme de divergence.

11.5. Montrer que les polyndmes de CHEBYSHEV satisfont I’équation différentielle
(1—2%)y" — 2y +n%y =0.

11.6. Montrer que les polynémes de LAGUERRE satisfont ’équation différentielle

2y + (1 —2)y +ny=0.
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11.7. Obtenir le polynéme d’HERMITE Hes(z) par la récurrence :
Hepi1(z) = xHepn(x) — Hel (x), Heg=1, Hey = z.






CHAPITRE 12

Exemple d’examen final avec solutions

QUESTION 12.1. Trouver la série de FOURIER de
flz)=2z(1—2), 0<z<1.

RESOLUTION. On présente trois solutions : (i) en série de sinus, (ii) en série
de cosinus et (iii) en considérant f comme fonction 1-périodique sur [—1/2,1/2].

(i) Série de FOURIER de sinus avec L =1 :

f(z) = Z by, sin nrz,
n=1

ol
2 L
by, = E/o f(z)sin %xdw
1
=2 [ z(1l —2z)sinnrzdx
0
1 oot
=2 {——x(l —z)cosnmx| + —/ (1—2x) cosmr:cd:z:}
nm 0 nm Jo
2 |1 . Yoot
=— |—(1—-2z)sinnmz| + — [ sinnrzdx
nw | nw o nm g
4 ! L N
= —— |-—cosnmzx| | = ——— [cosnT —
n?n2 | nmw 0 n373
0, N pair,
B %, n impair.
On a donc la solution :
8 1
f(z) = = n:1z35 3 sinnmz.

On remarque que les b, sont de I'ordre O(n~3) puisque la fonction f

prolongée en fonction périodique impaire est continue de méme que sa
17¢ dérivée (V. figure 12.1).

(ii) Série de FOURIER de cosinus avec L =1 :

f(x)=ao+ Z Ay, COSNTL.

n=1

205
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y

F1a. 12.1. Fonction f(x) prolongée en fonction impaire.

2 [t 9 nmw
an—z/o (:v—x )cosfxdx

x — 22) cosnrx dz
( )

I
[\
O\H

1 oot
=2— | (v — 2%) sinnmz| — / (1 — 2z)sinnmrz dx
nm 0 0
2 ! !
= — 2x)cosnmx| + COSNTIL AT
55 1-2 2 d
n=m 0 0
2 4 !
=3 [(1—2)cosnm —1cos0] + 53 sin nma .
2 n
e () ER) L)
2
_ n+1
T n2n2 [(_1) o 1]
)0, n impair,
N —#, n  pair.
On a la solution
1 4 1 I 1 1
f(x)za—ﬁnzgﬁ mcosnmb:E—ﬁmZ:chos2m7m,

ol la seconde série vient de la premiére en posant m = n/2. On remarque
que les a, sont de l'ordre O(n~2) puisque la fonction f prolongée en
fonction périodique paire est continue, mais sa 1 dérivée ne l'est pas
enz=0nienz=1 (V. figure 12.2).

(iii) On prolonge f, définie sur [0,1], en fonction 1-périodique (V. figure
12.3) :
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y

F1a. 12.2. Fonction f(x) prolongée en fonction paire.

y

Fr1a. 12.3. Fonction f(x) sur [0,1] prolongée en fonction 1-périodique.

flz)=2z(1—-2), 0<z<1,
f(x+1)= f(z), pour tout z.

Alors T =2L =1 et L = 1/2. Le développement de FOURIER de f sur
la période [—1/2,1/2] est
n

fl@)=ao+ ; (an cos Tﬂ-x + by, sin %x) .

Puisque le prolongement périodique de f est une fonction paire, alors

b, = 0. On calcule ag :
1/2
/ (:17 — xQ) dx
0

1 L
1/2 2 3\ |1/2
:2/ (a:—x2)da:—2<x——x—)
0 2 3

On calcule les a,, :

1/1/2 (mr )
an = — f(x)cos | —= x| dx
1/2
=2 ><2/ x(1 — ) cos 2nrax dz
0

1/2 1/2
- / (1 — 2z)sin 2nmz dx
0 0

[\

h

h
S

0

4
— lx(l — z)sin 2n7x

- 2nm
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4 1/2 1/2
= o— |(1 —2x)cos2nmz| +2 / cos 2nmx dx
4 8 1/2
= 5 [O — coS O] + ———3 sin2nnx
(2nm) (2nm) 0
4

111
f(:z:):E—FnZchos%wm:.

On obtient la méme série qu’en (ii) puisqu’on utilise le méme prolonge-
ment pair de f quoique sur des périodes différentes.

O

QUESTION 12.2. Développer
flr)=4z* +222 +1, —-1<z<1,

en série de FOURIER-LEGENDRE.

0

RESOLUTION. D’abord on exprime z°, 22 et z* selon les polynémes de LE-

GENDRE :
Py(z) =1 = 2° = Py(x);
1
Py(z) = 5(3952 —1) = 2P, =32 -1 = 32* =2+ R
, 2 1
= z° = - Pa(z) + = Py(x);
3 3
1 4 2 4 2
Py(z) = §(35x —30z° 4+ 3) = 8P, = 35z~ — 30z“ + 3,

— 35z% =8P, +302% — 3 =8P, + 20P, + 10P, — 3P,

8 4 1
4_ % = z
= z* = 35P4(:E) + 7P2(x) + 5Po(x).
Alors
32 16 4
flz) = £P4($)+7P2($) +5P0($)
4 2
+ Po(x)

32 76 37
=—P —P, — Py(x).
g5 1@ g P+ 5 (@)
On remarque que dans le cas de polynémes, on obtient le développement sans
intégration; en effet l'intégration a déja été faite pour obtenir les polynémes de
LEGENDRE. O
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QUESTION 12.3. Résoudre le probleme de la corde vibrante de longueur 6,
fixée aux bouts :

Ut = 5”117
u(0,t) = u(6,t) =0,
0.13z, 0<zx<3,
u(z,0) =
0.13(6 —z), 3<xz<6,

ut(x,0) = 0.02sin gx +0.007 sin7z.

RESOLUTION. Posons :

= Z (an cos t+ by, sin @t) sin %Tx

Alors, de la condition initiale sur u il s’ensuit :

- nmw 0.13z 0<z<3
0 — " . R — ) — — Y
u(z,0) n;" e {0.13(6—35), 3< <6

On évalue les coefficients de FOURIER :

Qp,
3

6 /3 nmw
+ — cos —x dx
o N Jo 6
6

= GJI[\D

6
[ 0. 13x31n—:17d17—|—/ 0.13(6 — z) sin —xd:z:]
6 5 6
.1

3 6 nmw
——2C0S —I
nmw

0.13 6 nmw 6 nr | nmw 6 . nmw 6
=— X —|—-3cos— + —sin—z| +3cos— — —sin—=x
3 6 | 2 nmw 6 |5
0.13>< 36 [ nﬂ'+, mr]
= —— X —— |sin — 4 sin —
3 n2m? 2 2
+1, n=1,59,13,...,
0.13 x 24
:Tx -1, n=3,7,11,15,...,
n4m

0, n=2,4,68,...

On obtient la condition initiale sur u; en dérivant la série terme a terme :

— V5
ug(w,0) = Z \/—67171' by, sin n%x

n=1

= 0.02sin ?%T:z: + 0.007 sin %Tx

On obtient alors les b,, en identifiant les coefficients terme & terme :

0.02x 6 0.007 x 6
by = 222 pg =~ 22— 0, n#3,6.
\/5><37r \/3><67r
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La solution est donc :

ot = A (Y50, (2] o (455 (3

o (58 (522)

L 004 (\/5(3w)t> . (3_%) L 0007 <\/5(67r)

sin
6 NGX

NG 6

6

t) sin (%Tx) .0

QUESTION 12.4. Soient deux spheres concentriques S7 et So de rayon respec-

tivement R; = 2 et Ry = 5, et de température ou potentiel :
u(2,0) =1+cosp et u*(5,¢) = cos®p.
Trouver la température :
(a) u(r,p) dans Sy,
(b) u*(r,¢) a lextérieur de Sy et
(c) v(r,p) entre Sy et Ss.

RESOLUTION. (a) Le potentiel & l'intérieur de la petite sphere :

ul(r,p) = Y Ay Pa(cosp), 0<r<2.

n=0

Par la condition au bord :

u(2,0) = > 2" A, P, (cos )

n=0
=14 cose = Py + Pi(cos ).
1
Aozl, A1:§7 AnZO, n=2,3,...

Alors

u(r,p) =1+ g COS .

(b) Le potentiel a lextérieur de la grande sphere :
* - 1
u(r,p) = Z Bnmpn(cos ®), T>5.
n=0
Par la condition au bord :
* - 1
u'(5,0) =y B =y Pa(cos ¢)
n=0

1 2
=cos? p = gPo(cos ®) + §P2(cos ©).

1 1 2
Py(s) = 3 (3s?—1) = s* = 3 + ng(s).
Donc
5 >
Bo=5, B1=0, By=-x5", B,=0, n=3,4,...
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Alors :

wrp) =3 (2) Pueosi) + 3 (§)P< o)

3
1/5 175
=—(Z)+=(=) (BeosPp—1).
(c) Le potentiel entre les deux spheres :

= 1
v(r,p) = Z <an7“" + bnm) P, (cos ),

n=0

avec les conditions aux limites :
oo

" 1
U(27§0) = Z (2 an + an> Pn(COS QD) = PQ(COS(,O) + Pl(COS (p),
n=0
v(5,¢) = i 5"an, + Lb P,(cosp) = lP (cosg) + 2P (cos )
4 _n:0 n 5n+1n n 90—3 0 (2 3 2 ©).
En identifiant les coefficients, on a les systémes linéaires suivants :
a—l—lb—l 2a —l—lb—l 4a —i—lb =0
0 2 0 — bl 1 4 1= b 2 8 2 = )
1 1 1 1 2
—byg= = 5 —b; =0 25 —by = —.
a0+50 3 a1+251 ; a2+1252 3
La solution est donc :
Ll S 2
Ty Toar 737 5525
20 500 8 103
=g ST 2T T3 o
Alors :
1 20 1 500
v(r, p) = 5 <—1 + 7) Py(cos ) + 117 <—4T + r_2> Py (cos )

2 5 , 32
+§ﬂ (’F _’r‘_?’) PQ(COS(P). |:|

QUESTION 12.5. Résoudre le probleme de la membrane circulaire vibrante
fixée au bord :

ue =Viu, 0<r<3, t>0,
u(3,t) =0,
u(r,0) =0.1(9—1r7),
ug(r,0) = 0.2Jp (%T) .
ol ay est le 2° zéro positif de Jy(x).
RESOLUTION. Posons :

u(r,t) = Z (Bp cos At + B! sin Apt) Jy (%r) .
n=1
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De la condition initiale :
> «
0) = BnJ(—"):0.19—2: ,
ur0) =3 B () =010 -1%) = 1)

on obtient les B,, en développant f(r) en série de FOURIER-BESSEL selon les
Jo(anr/R) :

2 R o,
B, = B2 () /0 rf(r)Jo (fT) dr
0.2 3 9 n
NI /0 (9 —r°)Jo (?T) dr
0.2 an 32 52
=" —91—— ) Jo(s)d
s, (1) e

n

02x9 n s2
= 1—— ) J d
a%Jf(am/o < az) ols) ds

(on emploie : 2" J,_1(x) = [z"J,(2)], v =1)
2

0.2x9 *n s ,
- e xY 1- 2 d
o2 2(an) / ( a%) [Ty (s))" ds

0.2x9 52 n 2 Gn
SRR R IV Tl 2J1(s)d
o2 7% (an) K a2)s ) o [ ]

—_

n 0 an
02x9x2 [, /
= J d
e RGO
02x9x2/[, o
kel Y
a%le(an) [S 2(s) 0 }
0.2x9x2
= 7!] n
W2 T3 (an) "2
2
(on emploie : J,_1(z) + Jo41(z) = —VJV(x), v= 1)
x
02x9x2| 2
= ——— | —J1(an) — Jo(an
~0.2x9x 22
B a2 Ji(an)
. 08x9
B a%Jl(an).

On dérive la série terme a terme par rapport a ¢ :

o0

u(r,t) = D (=AnBysinAnt + A B cos At).Jo (%T) '

n=1

Alors on obtient les B} de la condition initiale

ug(r,0) = i An B Jo (%r)
n=1

- O;JO (%r) :
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et, en identifiant les coefficients,
XeB3 =0.2,

c’est-a-dire,
2 2 .
A2 o) Qo

On a enfin la solution :

B,

u(r,t) =0.8 x 9 i m cos (%t) Jo (a?"r)
n=1 " n
+ Z—'Ssin (%t)JO (%r) O

QUESTION 12.6. Evaluer J4(3).

RESOLUTION.
713 = 252 16) - ) = 205(3) - B (3)
2| 2200 - )] - 20

5
= —5 x 0.3391 — £ (~0.2601)
= —0.3014 + 0.4335 = 0.1321. O

3
QUESTION 12.7. Intégrer/ xJa(z) dx.
0
RESOLUTION. 1% solution : par J,_1(z) — Jpt1 = 2J) (),
3 3 3
/ xJo(z) dx = / xJo(z) dz — 2/ xJi(z) dz
0 0 0
3 ) 3 3
:/ [2J1(z)] dz — 2J:J1(:17)’0 + 2/ Ji(z) dx
0 0

3 3 3
= (x)‘o —2zJ; (ZC)‘O - 2J0(x)‘0

=3J1(3) = 6J1(3) — 2[Jo(3) — Jo(0)]
— 37,(3) — 2J0(3) + 2

— 3% 0.3391 — 2(—0.2601) + 2
=—1.0173 4+ 0.5202 + 2

= 1.5029.
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2° solution : par J,—1(z) — Juy1 = Z2J, (),

/03 xJa(x) dv = /03 v (%Jl (z) — Jo(x)) dz

= 2/03 Ji(z) dx — /ngJo(x)dx
= 2/03[—Jo(x)]’d:c - /03[le (z)] dx

—2J0(x)}3 —aJ; (;C)‘z
—2J0(3) +2 — 3.J1(3)
—92(~0.2601) — 3 x 0.3391 + 2
=1.5029. O

QUESTION 12.8. Trouver la solution générale de
22%y" 4 bay’ — 2y =0
par la méthode de FROBENIUS.

RESOLUTION. On récrit I’équation sous forme standard :

1/5 1
" I / — (=1 -0
y+x(2)y+$2( )y =0,

qu’on compare avec I’équation standard générale :
1 1
" - / b _ 0;
y'+ —al@)y’ + —blx)y

ce qui nous donne

Donc I’équation indicielle :

72+ (ag — 1)r + by = 0,

5
r2+(§—1>r—1_0,
1

5
r==, ro=—2, 711 —7T9= — F# entier.
1= 3 2 1 2= 5

Nous sommes alors dans le 1°* cas.
Pour la 1% solution y; (), on considere rq :

o0
1/2
Yy = Z ammer / B

devient

d’ou
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i [2 (m—l—%) <m—%> +5<m+%) —2] amx™ /2 = 0.

m=0

Alors :

Les coefficients des 2™ 11/2 sont tous nuls :
coeff. de z'/%:
0xag=0 = qp indéterminé,
coeff. de z5+1/2;
$(2s4+5)as=0 = a; =0, s=1,2,...
Donc :
y1(z) = agx?/?.

Pour la 2° solution y2(z), on considere ry :

[e%S)
E -2

Y2 = bmxm )
m=0

[2(m —2)(m — 3) 4+ 5(m — 2) — 2]b,z™ 2 =0,
m=0
coeff. de 72
0xby=0 = by indéterminé,

coeff. de z°2:

$(2s=5)bs =0 = b, =0, s=1,23,...

Donc :
yo(x) = boz 2.
On a enfin la solution générale :
Y= clxl/2 +ex2 O

REMARQUE 12.1. L’équation est une équation d’EULER—CAUCHY homogene;;

elle peut donc étre résolue directement par la substitution z = .

QUESTION 12.9. Trouver le potentiel entre deux cylindres coaxiaux, respec-
tivement de rayon 3 et 5 et de potentiel u(3) = 31 et u(5) = 47.

RESoOLUTION. Il s’agit d’un probleme en deux dimensions pour VZu = 0 avec
solution u(r) indépendante de 6. Donc :

u(r) =clnr + k.
Alors, les conditions au bord donnent :

u(3) =cln3+k =31,
u(b) =clnb + k =47.
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On résout le systeme linéaire par la regle de CRAMER :

Pll
47 1 —
. _ 31 —47 _ 16 _ 16 — 31.32,
In3 1 In3—Inb In3/5 1Inb/3
In5 1
m33w
In5 47 —
b n :471113 311115:_3'41. 2
In3/5 In3/5
QUESTION 12.10. Déterminer le rayon de convergence de la série :
= (3m)! m
> g
m=1 ’
RESOLUTION.
1 li Am+41
— = lim
R m—00 am
3m+3)! (m!)?

(
moo [(m+ D)2 (3m)!
o (3m)!(3m + 3)(3m +2)(3m + 1) (m!)?

m—00 [m!(m +1)]2 (3m)!
— lim (Bm+3)3m+2)(3m+1)
m—o0 m2+2m+1
— fim m_g[(3+3/m)(3+2/m)(3+1/m)]
m—oco M2 [1+2/m+1/m?]
= n}gn@ 27Tm = oo.

Donc le rayon de convergence :

R=—=0,

00
est nul.



CHAPITRE 13

Formulaire et Tables

Dans ce formulaire on suppose que les fonctions satisfont les conditions suffi-
santes pour assurer la convergence des séries et l'existence des solutions.

13.1. Séries de Fourier

1. La série de FOURIER de la fonction f(x) définie sur Uintervalle [—L, L]
est

= nw nw
= n & bn in — )7
f(z) ao—i—;(a oS L:C—i— sin —
olt
1 L
aozi‘/_Lf(fL')d.T,
1 L
anzz/_Lf(x)COS(n%x) dl’, n:172""’
1 L
= () e ner

Si f(x) est 2L-périodique, on peut aussi écrire

| [2L+a
ag = i f(x) dCC,
1 2L+«
anzz/a f(x)cos(n%x) dz, n=12...,
| (2Lt
bnzz/a f(x)snl (n_IiTI) dI, TL:1,2,,

ou « est un nombre réel quelconque.

2. Si f est une fonction paire 2L-périodique, sa série de FOURIER se réduit
a la série de FOURIER de cosinus de f(zx) sur [0, L] :

fl@)=ao+ i ap, cos (?)
n=1

ou
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3. Si f est une fonction impaire 2L-périodique, sa série de FOURIER se
réduit a la série de FOURIER de sinus de f(x) sur [0, L] :

f(z) = i by, sin (n_z:v)

ou

9 (L
bn_E/o f(a:)sin(%)d:c, n=12,3,...

4. Les séries de FOURIER de cosinus et de sinus découlent des relations
d’orthogonalité suivantes :

/OL sin (?) sin (n_z:v) dx = {
/OL cos (m;mc) cos (mlrl:v) dx =

sim#netm,n >0,
sim=mn >0,
sim#netm,n>0,
sim=n>0,
sim=mn=0,

ol © ol 2

L
/ sin (mgac) CcoS (n;x) dx = 0 pour tout m > 0 et tout n > 0.
—L

5. La série de FOURIER complexe ou exponentielle est

o0

f(:E) — Z Cnei(nﬂ'/L)w

n=—oo

ou
e, = L/L flx)e /D=y — 0 41,42, ...
2L | |

13.2. Les polynémes de Legendre P,(x) sur [—1,1]
1. L’équation différentielle de LEGENDRE :
(1—2%)y" =22y’ +nn+1)y=0, —-1<z<I1.
2. La solution y(z) = P,(z) explicite :

Ay 2% —2m \ noom
m=0

ou [n/2] désigne le plus grand entier au plus égal & n/2.
3. La relation de récurrence :
(n+ 1)Pyy1(x) = 2n+ 1)aP,(z) — nP,—1(z).
4. La standardisation :
P,(1)=1.
5. La norme des P,(z) :

1Pl = (/11[Pn<x>12dx>1/2 - (3 1>1/2.
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R
0 1)

0.5

-1
Fi1c. 13.1. Les 5 premiers polynomes de LEGENDRE.

6. La formule de RODRIGUES :

P.(z) = (=" " [(1 —x2)n] .

2nn!  dzn

7. La fonction génératrice :

“l<z<l, |t <1

P ()t",
V1—2xt+ VI— 2zt + 2 Z
8. L’inégalité sur les P, (x) :

|Pa(z)| <1, -1<z<L

9. Les 6 premiers polyndémes de LEGENDRE (V. figure 13.1) :

Py(z) = P (z) =z,
Py(z) = 5 (3:1: -1), P3(z) = % (52° — 32),
Py(z) = % (352" — 302” + 3) Ps(z) = % (632° — 702° + 15z) .

10. Développement de FOURIER-LEGENDRE de f(x) sur [—1, 1] suivant les

P, (x) :
:C):ZanPn(:v), -1<z<1,
n=0

ou

2n+1 [
an, = n2—i— / f(z)Py(z) dx, n=0,1,2,...
-1

11. Développement de FOURIER-LEGENDRE de f(y) sur [0, 7] suivant les
Pa(cosy) :

Zan cosgo 0<p<m,
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ou

2 1 (7
ay, = nt / f(p)Pp(cos p)sinpdy
0

2

an+1 [
= n2—|— / f(arccosw) P, (w) dw, n=0,1,2,...
-1

12. Le développement de FOURIER-LEGENDRE découle des relations d’or-
thogonalité suivantes :

! m#n
/ Rn(a:)Pn(x)d:c—{0’2 7~

-1 PSR m=n.

13.3. La fonction gamma

1. La fonction gamma I'(v) est définie par l'intégrale

I'(v) = / et lat
0
pour v > 0 et par la formulte de récurrence
F(v+1)=vT'(v)
pour v < 0,v+#—-1,-2,-3,....

2. La fonction factorielle n! et la fonction gamma sont reliées par la relation
de récurrence :

(n+1)=nl n=20,1,2,...

13.4. Les fonctions de Bessel

1. L’équation différentielle de BESSEL pour x réel :

J?Qy”—i-:z:y/—l- (IQ _ VQ) y = 0.

2. Si v n’est pas un entier, J, () et J_,(z) sont deux solutions indépen-
dantes, ou

T
2@ =Y e ()

3. Si v =n est un entier positif ou nul, J_,(z) = (=1)"J,(x), ou

Jn(x)

- " . $2 N $4

~ 2np) 22x 1l(n+1)  24x2(n+1)(n+2)
6

x

+ 26 x 3l(n+1)(n+2)(n+3

est une solution; Yy, (z) est une seconde solution indépendante, ot

Ya(z) = lim Jy(x) cos(vm) — J_,,(:C)'

v—n sin(v)
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TAB. 1. Table des zéros a,, et 3, de Jo(z) et J1(x) et des valeurs
Jl (am) et Jo(ﬁm)

Racines | Valeurs | Racines | Valeurs
Qo Jl (am) ﬂm JO(ﬂm)
2.4048 0.5191 | 0.0000 1.0000
5.5201 | —0.3403 | 3.8317 | —0.4028
8.6537 0.2715 | 7.0156 0.3001
11.7915 | —0.2325 | 10.1735 | —0.2497
14.9309 0.2065 | 13.3237 0.2184
18.0711 | —0.1877 | 16.4706 | —0.1965
21.2116 0.1733 | 19.6159 0.1801

\]OJOT%CO[\D)—'S

4. Les relations de récurrence :

Joo1(x) + Jopa(x) = % Ju(x), vy (z) + xJ,(x) = xJ,—1(x),
Joa (@) = dea (@) =200, (@) — () = 2 (2),
(" J,(2)] = 2" T, _1(z), [:Cil’J,,(:v)]/ =—a""J41(2).

5. Les fonctions de BESSEL d’ordre plus et moins une demie :

2 2
%(x) = Ug sinz, J_i(z)= ”E COS .

6. La norme de Jp,(ampz/R) d’ordre n un entier positif ou nul sur [0, R] :

ntemn 0 = ([ e an) = (B )

ou

(VB

a1 n < Q2.n < Qas.n <o
désignent les zéros positifs de J, ().

7. Table des zéros ay, et B, de Jo(x) et Ji(z), et des valeurs Jy(ay,) et
Jo(Bm) (V. tableau 1).

8. Table des fonctions de BESSEL Jy(x) et Ji(z) (V. tableau 2).
9. L’intégrale de Jy de 0 & z € [0, 10],

y(z) = /OI Jo(s)ds, x €][0,10],

(V. figure 13.3).

10. Développement de FOURIER—BESSEL de f(r) sur |0, R[ suivant les fonc-
tions Jp,(mnr/R) d’ordre entier n > 0 fixé :

F0) =" amJu(amar/R),  0<r<R,
m=1
ot Jy(amn) =0 et

2 /R
=S Ty rf (1) Jn (Qmnr/R) dr, m=1,23,...
RQJ%H(O‘mn) 0 ( ) ( / )

am
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TAB. 2. Table des fonctions de BESSEL Jy(z) et Ji(x).

x | Jo(x) Ji(x) | x | Jo(x) Ji(x) x Jo(x) Ji(x)
0.0 | 1.0000 .0000 | 5.0 | —.1776 —.3276 | 10.0 | —.2459 .0435
0.1 9975 .0499 | 5.1 | —.1443 —.3371 | 10.1 | —.2490 .0184
0.2 9900 .0995 | 5.2 | —.1103 —.3432 | 10.2 | —.2496 —.0066
0.3 9976 1483 | 5.3 | —.0758 —.3460 | 10.3 | —.2477 —.0313
0.4 .9604 1960 | 5.4 | —.0412 —.3453 | 10.4 | —.2434 —.0555
0.5 9385 2423 | 5.5 | —.0068 —.3414 | 10.5 | —.2366 —.0789
0.6 9120 .2867 | 5.6 0270 —.3343 | 10.6 | —.2276 —.1012
0.7 .8812 3290 | 5.7 0599 —.3241 | 10.7 | —.2164 —.1224
0.8 .8463 .3688 | 5.8 .0917 —.3110 | 10.8 | —.2032 —.1422
0.9 .8075 4059 | 5.9 1220 —.2951 | 109 | —.1881 —.1603
1.0 7652 4401 | 6.0 1506 —.2767 | 11.0 | —.1712 —.1768
1.1 7196 4709 | 6.1 A773 —.2559 | 11.1 | —.1528 —.1913
1.2 6711 4983 | 6.2 2017 —.2329 | 11.2 | —.1330 —.2039
1.3 .6201 .5220 | 6.3 2238 —.2081 | 11.3 | —.1121 —.2143
1.4 .5669 0419 | 6.4 2433 —.1816 | 11.4 | —.0902 —.2225
1.5 5118 5579 | 6.5 2601 —.1538 | 11.5 | —.0677 —.2284
1.6 .4554 .5699 | 6.6 2740 —.1250 | 11.6 | —.0446 —.2320
1.7 .3980 5778 | 6.7 2851 —.0953 | 11.7 | —.0213 —.2333
1.8 .3400 .5815 | 6.8 2931 —.0652 | 11.8 .0020 —.2323
1.9 2818 5812 | 6.9 2981 —.0349 | 11.9 .0250 —.2290
2.0 .2239 5767 | 7.0 3001 —.0047 | 12.0 0477 —.2234
2.1 .1666 0683 | 7.1 2991 0252 | 12.1 0697 —.2157
2.2 .1104 .5560 | 7.2 2951 .0543 | 12.2 .0908 —.2060
2.3 .0555 5399 | 7.3 .2882 .0826 | 12.3 1108 —.1943
2.4 .0025 5202 | 74 .2786 1096 | 12.4 1296 —.1807
2.5 | —.0484 4971 | 7.5 .2663 1352 | 12.5 1469 —.1655
2.6 | —.0968 4708 | 7.6 .2516 1592 | 12.6 1626 —.1487
2.7 | —.1424 4416 | 7.7 .2346 A813 | 12.7 1766 —.1307
2.8 | —.1850 4097 | 7.8 2154 2014 | 12.8 1887 —.1114
2.9 | —.2243 3754 | 7.9 .1944 2192 | 129 1988 —.0912
3.0 | —.2601 3391 | 8.0 1717 .2346 | 13.0 2069 —.0703
3.1 | —.2921 .3009 | 8.1 1475 2476 | 13.1 2129 —.0489
3.2 | —.3202 .2613 | 8.2 1222 2580 | 13.2 2167 —.0271
3.3 | —.3443 .2207 | 8.3 .0960 .2657 | 13.3 2183 —.0052
3.4 | —.3643 1792 | 8.4 .0692 2708 | 13.4 2177 .0166
3.5 | —.3801 1374 | 8.5 .0419 2731 | 135 .2150 .0380
3.6 | —.3918 .0955 | 8.6 .0146 2728 | 13.6 .2101 .0590
3.7 | —.3992 .0538 | 8.7 | —.0125 2697 | 13.7 .2032 .0791
3.8 | —.4026 .0128 | 8.8 | —.0392 .2641 | 13.8 .1943 .0984
3.9 | —.4018 —.0272 | 8.9 | —.0653 .2559 | 13.9 .1836 1165
4.0 | =.3971 —.0660 | 9.0 | —.0903 .2453 | 14.0 1711 1334
4.1 | —.3887 —.1033 | 9.1 | —.1142 2324 | 141 .1570 .1488
4.2 | =.3766 —.1386 | 9.2 | —.1367 2174 | 14.2 1414 .1626
4.3 | —-.3610 —.1719 | 9.3 | —.1577 2004 | 14.3 1245 1747
44| —.3423 —.2028 | 94 | —.1768 1816 | 14.4 .1065 .1850
4.5 | —.3205 —.2311 | 9.5 | —.1939 1613 | 14.5 .0875 .1934
4.6 | —.2961 —.2566 | 9.6 | —.2090 1395 | 14.6 .0679 .1999
4.7 | —.2693 —.2791 | 9.7 | —.2218 1166 | 14.7 .0476 .2043
4.8 | —.2404 —.2985 | 9.8 | —.2323 .0928 | 14.8 .0271 .2066
4.9 | —.2097 —.3147 | 9.9 | —.2403 .0684 | 14.9 .0064 .2069
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30

1
0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

-0.4

F1a. 13.2. Les fonctions de BESSEL Jy(x) et Ji(z) de premiere
espece d’ordre zéro et un (bornées a l'origine).

y

1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

X
2 4 6 8 10

Fi1a. 13.3. Valeurs y(z) de 'intégrale de Jy de 0 & = € [0, 10].

11. Le développement de FOURIER-BESSEL découle des relations d’ortho-
gonalité suivantes :

R .

0 kALt k>0,

/ I']n(aan/R)Jn(alnI/R) dr = { R2 ot # ¢
0 2

J2+1(oqm) sik=1>0.

13.5. Solutions en série par la méthode de Frobenius
L’équation différentielle
1 1
no+ T X -0
y' + a2y’ + —5b)y =0,

oll
a(x) = ap + a1x + agx? + - -
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et
b(x) = by + b1z + byx® + - -
sont analytiques & * = 0 et r; et ro, 71 > 73, sont les racines de I'équation
indicielle
72+ (ag — 1)r + by = 0,
admet la solution en série :
yi(z) =2 (co+ 1z +con® + ).
La forme de la 2¢ solution dépend de la différence ;1 — 5. Il y a 3 cas.
Cas 1: Siry —ry # entier :
yo(2) = 2" (cf + o + cya? + - ).
Cas 2: Siry =7y :
yo(2) = 1 (z) Inz + 2" (cfo + cha® + -+ ).
Cas 3: Siry —ro = s un entier > 0 :
y2(2) = ky1(z) Inz + 2™ (¢ + cjz + s+ -+ ) .
Dans le 3° cas, si 'on montre que ¢y et ¢s sont indéterminés, alors k£ est nul et
I'on obtient la solution générale de la forme
y(x) =2 (co+ 1w+ +cex’ +---).

Dans les cas 2 et 3, si 'on a une expression fermée pour y;(x), on peut trouver
ya2(z) par la méthode de la variation des parametres en posant

ya() = g1 (z)u(z).

Alors u(x) s’obtient par intégration.

13.6. Le probleme de Sturm—Liouville

1. Soit ’équation de STURM—LIOUVILLE sur a < z < b :

(13.1) [r(@)y'] + [a(z) + Ap(z)]y = 0,

avec les conditions aux limites :
(13.2) ary(a) + azy'(a) =0, (a1, az) # (0,0),
(13.3) Bry(a) + B2y’ (b) =0, (B1,B2) # (0,0).

Les valeurs de A qui donnent des solutions non nulles sont les valeurs
propres, et les solutions non nulles correspondantes sont les fonctions
propres.

2. Si les fonctions p(z), q(z), r(x) et r'(z) sont réelles et continues sur
[a, b], alors les fonctions propres associées a des valeurs propres distinctes
satisfont les relations d’orthogonalité

0, sim # n,

[ynll?,  sim=n.

b
/ P(2)ym (2)yn () doz = {
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3. Sir(a) = 0, on peut omettre (13.2). Si r(b) = 0, on peut omettre (13.3).
Si r(a) = r(b), on peut remplacer (13.2) et (13.3) par

(13.4) y(a) =y(b), y'(a) =9'(b).

Si, de plus, p(z) > 0 sur [a, b], les valeurs propres A, sont réelles.

13.7. Développement de Fourier généralisé

1. Soit £ un ensemble de fonctions {p1, @2, ¢3, ...} définies sur I'intervalle
[a, b] et orthogonales par rapport au produit scalaire

b
(13.5) (i) = [ plales(@ono) do.
ou p(z) > 0 pour a < z < b. On note

(13.6) lonll = (#n, n) "/

la norme de ¢, (z).

2. On associe & une fonction f(z) définies sur [a,b] la série de FOURIER
généralisée :

(13.7) F@) ~Y anpn(x), a<r<b,
n=1

ou les coefficients de FOURIER généralisés sont

!
lln?

(13.8) an (f, on)s n=1,2,3,...

3. Si la série (13.7) converge dans le sens suivant :

[ v (s - i (@) de 0, avee N =2,

alors on remplace le symbole ~ par le symbole =.

4. La meilleure approximation de f(z) dans la norme quadratique (13.6)
de poids p(z) sur [a, b] au moyen des fonctions @1, ...,on de &,

y(x) = crp1(x) + copa(z) + - - + envon (),

s’obtient par le minimum

C1,..,CN

b
min / p(@)[crp1(x) + capa(a) + -+ + enon(x) — f(2)]* da.

Dans ce cas,

c; = (f,03)/lle; I
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,(r.8.9)

F1a. 13.4. Reperes spatiaux : (a) polaire cylindrique et (b) sphérique.

13.8. Le laplacien A = V?

1. En coordonnées cartésiennes, (z,y, z).

o2 0?u N 0*u N 0?u
U=+ =5+ -
ox?2  0y? 022
2. En coordonnées polaires, (r,8), olt (V. figure 13.4(a))

x=rcosf, y=rsind.

Pu Aou 1 0%
orz ¢ or 2 902
3. En coordonnées cylindriques, (r,0, z), ou (V. figure 13.4(a))

Vu =

r=rcosf, y=rsind, z=z.

V2 82u+18u+ 1 82u+82u

U=—+ - — 4+ = — + —.

or2  r or  r2 002 022

4. En coordonnées sphériques, (1,6, ), ot (V. figure 13.4(b))
x=rcosfsinp, y=rsinfsing, 2z=rcosep.

V2 0?u n 2 Ou n 1 0% n cotp Ou n 1 0?u
U= +-—+S5535+—F 7+ 755
or2  r Or 12 9p? r2 dyp  r2sin?® g 002

13.9. Solutions générales par séparation de variables
1. Solution générale de 1’équation des ondes,
Upp = CQVQU,
(a) en coordonnées cartésiennes, (z,vy, z) :

u(z,t) = (acosckt + bsin ckt)(a cos kx + [ sin kz),
u(z,y,t) = (acosckt + bsin ckt)(a cos px + [sin px)
x (yeosvy + dsinvy), k% = p? +v?;
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(b) en coordonnées cylindriques, (r,0, z) :
u(r,t) = (acosckt + bsin ckt)Jo (kr),
un(r,0,t) = (ay cos cknt + by, sin ck,t)(ay, cosnb + 5, sinnf)
X Jp(knr), n=0,1,2,...,
u(r, z,t) = (acosckt + bsin ckt)(acosvz + fsinvz)

x Jo(ur), k*=p®+0v?%

(¢) en coordonnées sphériques, (r,0, ) :

u(r,t) = (acosckt + bsin ckt) (% coskr + g sin kr> .
2. Solution générale de I’équation de la chaleur,
uy = 2V3u,
(a) en coordonnées cartésiennes, (z,y, 2) :
u(z,t) = 6_02]“2’5(04 cos kx + B sin kx),
u(z,y,t) = efczkzt(a cos ux + [sin px)
x (ycosvy + dsinvy), k* = p? + 0%
(b) en coordonnées cylindriques, (r,0, z) :
u(r,t) = ae_c2k2tJ0(kr),
Up(r,0,t) = e‘c2kit(an cosnd + 3, sinnh)
X Jp(knr), n=0,1,2,...,
u(r, z,t) = ekt (accosvz + Bsinvz)
x Jo(pr), k* = p?+ 0%

(c) en coordonnées sphériques, (r,6, ) :

k%t g ﬁ :
u(r,t) =e (kr coskr + o Sin kr) .

3. Solution générale de I’équation du potentiel et de la chaleur stationnaire,
Vu =0,
(a) en coordonnées cylindriques, (r,0, z) :
u(r) =clnr+ k,
Un(1,0) = (anr™ + bpyr™™) cosnd

+ (Apr™ + Byr ")sinnf, n=0,1,2,...;

(b) en coordonnées sphériques, (r,0, ) :

Un(r, p) = (anrn + Tn+1) P,(cosp), n=0,1,2,...
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13.10. Séries usuelles

1 N
— =;w ;o el <1,
oo :L'n
1n(1—:v)=2—, |z < 1,
n
n=1
T - xn
=3
n=0
) 0 (_1)nx2n+1
sinx = Z
' )
— (2n+1)!
_ o (_1)711.211
CcosT = Z 2n)! ,
n=0
oo (_1)nw2n+1
arctanx = —_,
ng() (2n+1)
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d’ ALEMBERT, solution de, 38
amplitude
du signal, 77
approximation en norme quadratique, 104

base orthogonale de vecteurs, 9
base orthonormée de vecteurs, 9

chemin dans C, 163
chemins homotopes, 163
conditions

au bord (C.B.), 2

aux limites (C.L.), 2

initiales (C.I.), 2
conjugé d’un nombre complexe, 73
convergence

d’une série de FOURIER, 67
convergence d’une série

absolue, 150

uniforme, 150
convolution, 80

discrete, 76
coordonnées spatiales naturelles, 1
corde vibrante, 3, 21
critere de convergence de CAUCHY, 152
critere de convergence de D’ ALEMBERT, 152

développement unique, 10
demi-largeur de f, 83
densité des neutrons dans un réacteur
cylindrique, 134
sphérique, 136
déplacement simple, 22

dérivée
a droite, 67
a gauche, 67

domaine de C, 165
domaine géométrique, 1

équation
d’EULER-CAuCHY, 90
d’EULER, 90
de BESSEL, 8, 114, 181, 197
de HELMHOLTZ, 140
de LAPLACE, 2, 89, 138, 143, 144
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de LEGENDRE, 156, 197
de la chaleur, 2, 82
des ondes, 1
indicielle, 171
transcendante, 44
équation
déterminante, 171
espace L?[a,b], 107
existence de solution analytique, 155

factorielle, 182
fonction
a décroissance rapide, 79
analytique, 153
d’HEAVISIDE, 79, 86
de DIrAC, 77
de BESSEL, 114, 220
d’ordre 1/2 et —1/2, 185
de 1€ espece, 183
de 2° espece, 184
de carré sommable, 77
génératrice
des Hen(x), 201
des Pp(z), 160
gamma, 182, 220
harmonique, 165
holomorphe, 162
impaire, 12
périodique, 59, 206
paire, 12
poids p(z), 195
propre, 25, 47, 50, 116, 195, 224
rationnelle, 149
sommable, 77
fonctions
orthogonales, 9, 103
orthonormées, 10
forme de divergence d’une équation diffé-
rentielle, 195
formule de RODRIGUES
des Pp(zx), 159

harmonique, n¢, 25
hypotheése sur le modele physique, 114
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hypothese sur le modele physique, 21

identité d’EULER, 71, 73
identités trigonométriques, 70
identité
de PLANCHEREL, 86
impulsion
décroissante
impaire, 78
paire, 78
indice d’un point, 164
intégrale de f(x), 163

lacet, 163
lacet homotope & un point, 163
lacets homotopes, 163
laplacien, 226
en coordonnées cartésiennes, 6
en coordonnées polaires, 6, 113, 138, 143
en coordonnées sphériques, 89, 144
ligne nodale, 48, 116
longueur d’un chemin, 163

masse critique, 136
matrice
circulante, 76
de FOURIER Fy,, 75
périodique, 76
membrane vibrante
circulaire, 7, 113
rectangulaire, 45
mesure de DIRAC, 77
méthode
de FrROBENIUS, 171, 181, 214
des séries généralisées, 171
mode
fondamental, 25
normal, 25

norme d’une fonction, 9

ordre 1/n* des coefficients de FOURIER, 68
ouvert, simplement connexe, 163

partie imaginaire d’un nombre complexe,
73
partie réelle d’'un nombre complexe, 73
période d’une fonction périodique, 59
phénomene de GIBBS, 68
poéle d’ordre —n d’une fonction analytique,
165
polynomes
d’HERMITE H, (z), 201
d’HERMITE Hey (x), 200
de CHEBYSHEV Ty, (x), 199
de LAGUERRE Ly, (z), 199
de LEGENDRE Py (), 11, 17, 158, 198, 218
orthogonaux, 198
principe
d’incertitude d’HEISENBERG, 83

INDEX

probléeme du potentiel
pour 2 spheéres concentriques, 94
probleme
en coordonnées polaires, 113
en coordonnées sphériques, 89
probléeme de la chaleur
en 2 dimensions, 49
en une dimension, 38
probléme de STURM—LIOUVILLE, 117, 195
a 2 points singuliers, 197
a un point singulier, 197
périodique, 197
régulier, 197
probléme des ondes
d’une chaine vibrante, 124
d’une corde vibrante
fixée aux bouts, 23, 27, 209
fixée en x = 0 et mobile en x = L, 33
mobile aux bouts, 29
mobile en x = 0 et fixée en x = L, 31
d’une membrane vibrante
circulaire, 211
en 2 dimensions, 45
en une dimension, 21
probléme du potentiel
pour 2 cylindres coaxiaux, 215
pour 2 spheéres concentriques, 210
pour un cercle, 138
pour un rectangle, 51
pour une sphere, 89
probléeme homogene, 26
produit scalaire de fonctions, 9, 73, 103

quadrature gaussienne, 107
a 2 points, 107
a 3 points, 108

rayon de convergence d’une série, 152, 216
récurrence de BONNET, 168
réduction d’une équation a l’équation de
BESSEL, 189
regle de CRAMER, 37, 216
relation d’orthogonalité
de fonctions propres, 197
des cos((2n — 1)wz/2L) sur [0, L], 15
des cos(nmz/L) et sin(nwz/L) sur [—L, L],
13
des cos(nma/L) sur [0, L], 14
des sin((2n — 1)wz/2L) sur [0, L], 15
des sin(nwx/L) sur [0, L], 14
des Jo(z), 116

des Ji(z), 122, 131
des Jn(x), 187
des Ly (x), 200

)
des Pp(zx), 158
des Ty (x), 199
repere spatial, 226
polaire cylindrique, 1, 226
sphérique, 1, 226
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résidu d’une fonction analytique, 165

séparation des variables, 2
pour I’équation de LAPLACE, 90
pour un disque vibrant, 114
pour un rectangle vibrant, 46
pour une corde vibrante, 23
série de FOURIER, 59, 217
complexe, 218
de cosinus, 15, 66, 205, 217
de forme eulérienne, 73
de sinus, 15, 66, 205, 218
généralisée, 103, 225
série de FOURIER-LEGENDRE, 219
série de FOURIER—BESSEL, 121
série de FOURIER-LEGENDRE, 17, 208
série de LAURENT, 165
séries usuelles, 228
singularité d’une fonction analytique, 165
singularité essentielle, 165
solution en série de FROBENIUS, 171
somme partielle d’une série de FOURIER, 68
suite complete de fonctions, 10
suite orthogonale de fonctions, 9
suite orthonormée de fonctions, 10
superposition de solutions, 26

température
d’un cylindre circulaire, 128
d’une plaque circulaire, 127
d’une plaque rectangulaire, 4, 49
d’une sphere, 99
d’une tige, 39-41, 43
TFD/FFT, 75
TFR/FFT, 76
transformation
de FOURIER, 77
inverse, 77
rapide, 76
transformée
de FOURIER, 77
inverse, 77
de FOURIER discréte, 75, 76

valeur propre, 25, 47, 50, 116, 195, 224
variation des parametres, 178, 224
variation totale d’un chemin, 163
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