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Examen final MAT 2784 A Final Exam
Durée: 3h Time: 3h
Place: GYM F Place: GYM F
9 décembre 2010 9 December 2010 .
14:00-17:00 14:00-14:0 / /0
Prof.: Rémi Vaillancourt
Instructions:
(a) A livre fermé. Tout type de calculatrices permis. 1 / 10
Closed book. Any type of calculators is allowed. 2 / 10
(b) Répondre sur le questionnaire. 3 / 10
Answer on the question sheets. 4 /10
(c) Les & questions sont d’égale valeur. 5 /10
The 8 questions have the same value. 6 /10
(d) Donner le détail de vos calculs.
Show all computation: 7 / 10 |
o , &
(e) Tables |/ Tablesp. 11—1%. 8 / 10: ,"2/
(f) Angles en RADIANS |/ Angles in RADIAN measures. Total / 80

Test: sin 1.123456789 = 0.90160112364453

Vecteurs propres multiples et vecteurs propres généralisés
Multiple eigenvalues and generalized eigenvectors

Soit une matrice A qui admet une valeur propre A de multiplicité r et un seul vecteur propre
associé w;. On construit les vecteurs propres généralisés {uo, ..., u,} solutions des systémes

(A—)\I)‘U,_q:ul, (A—AI)’LLg:'U,Q, ceey (A—/\I)urzu,._l.

Le vecteur propre u,; et les vecteurs propres généralisés engendrent r solutions/linéairement
indépendantes de ¢y’ = Ay 7

] ;1:2
y1(z) = Muy,  y,(z) = (U1 + uy), ys(z) = e (‘2‘“ u; +zuz + ua) ,
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MAT2784A Examen final / Final Exam 2

Qu. 1. Résoudre le probléme ¢ valeur initiale. / Solve the initial value problem.

(1— xy)y' + 4% 4+ 32y =0, y(0) = 1.
(-1y) 0% = (-y2 -3xy*)dAk
(-1 dy + (YP+3y®) A =0

=0
(%a+3X%5)M+(\,7\%M=O M () A+ NOLY) Ay
OM = 8%'\-%(‘.39‘ + 3N =-y |
y o : rondne 1 Equaakion
%c}\rm}& un - fockua d'inkgration fOU/
%&T@; axy® = 3y (1+ My # fX
Mo-AN - Qytdwyt Y= %ﬁ’ (- X9
f = 3y o (-1 )
" k) = 27 A

"m%{:;ﬁm rondne 1 doparadin exoe
On pot | |

- =0
_J; (%14—3)(%3)(\1)( ‘\'_‘ig (\ X\&\)M

wydx + N (XM)W =0
T
K/

XKE
IM = -~ = = -‘L'S. € »
Kl \3&' o +\<\T(\D "3y,
wo Y = S("lj; +3)2)d/)( T)(%\; \53) T(%)zg%,z.
3 LJ&_&*TO& B Ty =4
- £ .
Donc = LL@ ,‘,% Y -

Avee 4=l | ,20+0 -4 =7
LQ(ALOQA}A(;PM enk  OUUNC )
|-L = % 3¢ -5k




MAT2784A Examen final / Final Exam 3

Qu. 2. Résoudre le probléme & valeur initiale. / Solve the initial value problem.

7 3
z’y" + 5% —5y=0 y()=1, y(1)=0.

EW{% A'EM‘CM»K\ .
On pore %zxm)%,=m)\m-\>%u=(m-nmx
X* (m-Dm "™ +%(X mx ™) - EXT = ©
(M*-r)A™ + Zm X™ -EX™M = o
(o> +£m -F)=0  on chenehe lea ol der

2
OnHowe: M = 5 ek M="2 0 # My

ONn o donc '_
Vx) = Co X P+ Ca X2
lj)O() = __C__L_L(—”Z ~Zea X

o
Avec =1 of Y =0, on &
3 | = C +Ca =G O
O = % 3Ca @
() doune (2)
0=C -3(-0) => 3= %_'C'
o~ | Ch = 6/7—
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Qu. 3. Trouver la solution générale. / Find the general solution.
" ‘/ e %
Poun Mn pacle homogane:¥ 6y +9y = —-. A L
On pooe €™, on abkienk Lo polynAMe conakErishp:
=> A =22 ==3

A +6%+q =0
y=Ge rCaXe ™
AT e

A pdiondie e |
Poun o povoiwe paahiofie

| aniion dea
\Jp = AD e ¥ + B(K) XC on Jff(y\m%\gou\ v

—
e-%)( x€~3x P\\ | _ O
) ~3X
33X e 3L ) R’ 5 %;‘
- R (N
| _> A= B X
- pxe = O 3
A e +B e 3X (2)
’3}\)63)( "—B) (6:3)( 3)(6 3K :.‘_) X3 /3)(
) dawa. (2 : 2 r -3X ‘3x€‘3xf> - €
+Be 3 3%
-3(-8 )OS e _apihe ™ =e X-=> B'C_sxz'g)(‘?
gb\xc ’\'BC - - Kg ) _‘\-—
B =
= Ran = § % z Sy
J R Lo - algx”— N Mo 3X
g= \BAX = \7Q - ) ] -3X -
S ) X lx,e-—ax _ :sz _ éf — ,L%—(—‘
Og a éf‘/\ﬁ) %JP - X XX
n sat Qe
T = AnrypP
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Qu. 4. Résoudre / Solve :

n.b. : Voir page titre / See front page.

) ~ 310
y'= Ay T A"[ozl

det (A-AL) = O ©0sd
3-2 |
/O 3-2 ? =0 = 3-NGB-MHBH) on adonc
10 0 3| \ M=A=2A3=3
(A-2L)w=0 .
o1 ojTw]-.{3 Posonm \l\:_\_ w = [O]
[%8 L) °
. |\ _ o
on sot que L eV :[% V&:O Y [l}
(A-MDv=U0 = LC; gc:] b@l 0 Veo 0
on sab que o 10 ?'N“;»Y Xﬂ N =>\‘\':[ﬂ
(A“’)\l W= \/ =2 [g gfl)lK\NS o wiz=0

o :
ol R L e Y
WRC Y (O - Eﬂ on obhexd

AN

pele - B
2 5 5 U : i
= e [{3] —e¥ ()( H 4—[‘(.’3) +ae™ (%E } | |
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Qu. 5. Tracer h(t) sur [0,6] (2/10), développer h(t) suivant la fonction u(t — a) d’Heaviside
(3/10) et trouver la transformée de Laplace de h(t) (5/10).

Sketch the graph of h(t) on [0, 6] (2/10), expand h(t) in terms of Heaviside’s function u(t — a)
(3/10) and find the Laplace transform of h(t) (5/10).

—1+t3, 0<t<?2,
h(t) = ¢ 5—t, 2<t<5,
t—5, 5<t.

n.b. o L{u(t — a)f(t — a)}(s) = e~ * F(s).

-1 .1.
-5)(£D)
mﬂ=bHﬂ—u&QMM#YHutmGﬂ—Mkﬂﬁﬁﬁ““ ) S
B o=l E - WD) (] (D 12)Y) - Q) E-D 30k D) +ulk-HED

D) +3ulD) + 2u B (ES)
ot —uled) (-] (R H) Ul (D) +3utD)

-2¢ -6S
-2 2 _ o2 LN+ 3€ +-——-—ae
iih&%:i*l&_"ﬁl (%+ Sz+g’-> C ( S’) S q?

-5S
e

Sl
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Qu. 6. Résoudre par transformation de Laplace. / Solve by Laplace transforms.

y'+5y +6y=06(t—2), y0)=0, ¢ 0)=1
nb. 1 L{6(t — a)}(s) = ™.

S) - SYO)- Y(0) +5 (YO Vo) 16 V() = <
-25

STVe) =1 +5sY(s)+6Y) = €
Y(S) (3%53 1—&> = e ®+1

. e+
7(s) (s+) (s13)

ON utilise Qea Jroctione ponkielon -
’ — A + B => = (3*3316* 4‘68“23 B

(Sf))(gﬁ) St St3 | = AS“"?)A‘\"BS'FZ.B
A+B=0 A=-B
IAE2D =
-2 +2% :‘\ A= |
Done on O \ - B~=
srz. o3 ‘
-2 _ T I I
e = € : (Sj:i St3 St St3 )
-3
2 (£-2) SN e—ljﬁ _ e
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Qu. 7. Soit / Let f(z) = zInz.

Par Richardson, extrapoler f’(2) obtenue par différence centrée avec h = 0.2,0.1,0.05.
By Richardson, extrapolate f '(2) obtained by central difference with h = 0.2, 0.1, 0.05.

N (0.2) = N(0.2) = 612 re2) - ras) = 1 69141949
Ny(0.1) = N(0.1) = % rey-ra9 = 1) 61315030|
N1(0.05) = N(0.05) = -01—1 05 — raosy =| 11 699044994

Ensuite / Next

Ny(02) = Ny(0.1) 4 2HOD —Ni(02) ) rq 2|4 843Q

3

Ny(0.1) = Ny(0.05) + 2@ =MOY | ) (3 [4F AOD

3
Enfin / Finally

N3(02) = Ny(01) + 220D =02 | 1,697 147 F9

15

E\O'\Q(X \V\X) = Inx + |

Calculer f’(2) exactement et vérifier que N3(0.2) est exacte a 6 décimales prés -
Compute f ,( 2) exactly and verify that N3(0.2) is exact to 6 decimals:

| HEA314F D)

A= di:c (zlnz)

=2

lA - N3(0.2)l - 1, 5599v10™ <107,




MAT2784A Examen final / Final Exam

11

Qu. 8.

MATLAB ode23 pour / for y' = f(z,v), y(xo) = yo:

ki = hf(Tn,yn),

kr = hf(@n+ (1/2)h g + (1/2)ky),

ks = hf(z,+ (3/4)h,yn + (3/4)k2),

ki = hf(@n+ b+ (2/9)k + (1/3)ks + (4/9)ks),

Yn+t1 = Yn + (2/9)k1 + (1/3)k2 + (4/9)ks,

avec estimation de l'erreur locale / with local error estimate:

5
72

' 1
En+1== —k1+ﬁk'2+§]‘83--k4.

1
8

Compléter les 5 petites cases pour I’équadif et les 8 grandes cases & 6 décimales:

Fill the 5 small boxes for the ode and the 8 long boxes to six decimals:

V' =y -2 +u,

Pour [/ For n = 0:

flay) = YZ Y X o =

y(1) =0, h=0.1.

yo=| O h=| Ol

= 01 (0 -2.0 1)
-0l (6,062-3.0.05+\u05)

=0l (o,o?\%‘f%’*— ).0,0414375+ 1,0%5)

ky = 0,100000

iy = 0045350

by = 0,0 43*+23

k= 0,0917%9

y = 0, 0956 3+

E =] —6,6902F® X 107>

Pour [/ For n = 1:

1= \|\ Y=

0,0956dF

by = 0,091%49




