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Chapitre 1

Eléments d’algebre des
matrices

1.1 Vecteurs et matrices

Le produit scalaire: x,y € R",
n
2Ty = Zxﬂ/l =ylz eR.
i=1
Le produit extérieur: x € R™,y € R™,

1 T1yr -0 TilYn

Tm Tm¥Y1r - TmlYn

1.2 Indépendance, orthogonalité, sous-espace

Le sous-espace engendré par {aq,...,an},a; € R™, est Uenveloppe linéaire:
n
lin{as,...,a,} = Zﬁjaﬂ By B €ER p.
j=1

Exemple 1.1 Voici trois exemples importants de sous-espaces. Soit A € R™*™,
(a) Limage de A:
R(A):={yeR™| y=Az, unzecR"}.

(b) Le noyau de A:
N(A) := {x € R"| Az =0}.



2 CHAPITRE 1. ELEMENTS D’ALGEBRE DES MATRICES

(¢) Le complémentaire orthogonal d’un sous-espace, S C R™:

St.={yeR™ ylz=0VzecS}

Remarque 1.1 Soit A = [ay,...,a,], alors
R(A) =lin{ay,...,an},
c’est-a-dire Ax est une combinaison linéaire des colonnes de A:
Ax = z1a1 + - + Tp0n.
Le rang de A noté rg(A) est le nombre:
rg(A) := dim[R(A4)].
Théoréme 1.1 Soit A € R™*"; alors
rg(A) + dim[N(A)] =n

et

1.3 Matrices spéciales

Soit A € R™*™; on dit que A est:
diagonale si a;; = 0,1 # j;
tridiagonale si a;; = 0, |i — j| > 1;
triangulaire supérieure si a;; = 0,1 > 7;
triangulaire supérieure stricte si a;; = 0,7 > j;
Hessenberg supérieure si a;; = 0,1 > 5+ 1.
Soit A = (a;;) une matrice diagonale: a;; = 0,7 # j. On note a; := a;; et

A = diag(aq, ..., a), k = min{m, n}.

Soit A € R™*™; on dit que A est:

a diagonale dominante si

|aii| > Z |aij| Vi;

J#i
une matrice de permutation si
A = [6517 c '7€Sn]a

ot es, = (0,...,1,,,0,...,0)7 et (s1,...,8,) est une permutation de (1,...,n).
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1.4 Matrices blocs

On note une matrice bloc p X q

Ay A - Alq
Agy Ay - A2q

A = [Alj] - : : : : 9
Apl Ap2 e qu

o Aj; e R™* ™ i=1,....p, j=1,...,q
Exemple 1.2

(a) Matrice bloc 2 x 2 triangulaire supérieure:

A A
0 Ay |’

(b) Matrice bloc 2 x 2 générale avec indication des dimensions des blocs:

A A r
Ag1 Aao S
U v

ou Ai1, par exemple, est un bloc r X u.

Exercice 1.1

(a) Soit une matrice unitaire Q@ = Q1 +iQ2, Q; € R™™"; alors

_ Ql _QQ 2nXx2n
7= [ Q2 @ } R

est orthogonale.

(b) Soit une matrice hermitienne A4 = A” := AT € C"*"; alors A s’écrit sous

la forme:

A=P+iQ,
ou P = PT ¢ R™" est symétrique et Q = —QT € R ™ est anti-
symétrique.

(c) Soit z, y € R™. Montrer que la matrice zy? € R™*" est de rang 1.



CHAPITRE 1. ELEMENTS D’ALGEBRE DES MATRICES



Chapitre 2

Normes et valeurs
singulieres

2.1 Normes de vecteurs

Définition 2.1 Soient x,y € R™ et a € R . Une norme sur R™ satisfait les
conditions qui suivent:

|z]| > 0VzeR"™, =0 ssi =0,
lz+yll < [+ Iyl
ozl = fof[]].

Pour p, 1 < p < o0, on a les normes:

1
lzll, = (el 4+ +[zal)?, 1<p<oo,

2o = max{la1],....|zn[}.

En particulier, pour p = 2,

lzll2 = V/]@1]? + -+ Jaa]? = VaTa,

On a les inégalités qui suivent.
(1) Linégalité de Holder: Soient z,y € R™ et 1/p+ 1/q =1, alors

2yl < llzllp lylle, = ll2llp lylly stz = ay.

Remarque 2.1 La démonstration de I'inégalité de Holder fait appel a des idées
géométriques assez complexes.

(2) Linégalité de Cauchy-Schwarz (p = 2):
[2y| < Nzlzllyllzs = ll2ll2 lyll2 ssiz = ay.

5



6 CHAPITRE 2. NORMES ET VALEURS SINGULIERES

Démonstration de I'inégalité de Cauchy-Schwarz:

0 < Jz+xl3
= (@ + M) =+
= zlz+ 22Ty + \2yly, (du fait que 27y = yTo = Z xz%) )
i=1

= p(\);
donc le discriminant est négatif:
4(e"y)" 4 (a"2) (y"y) <0,

c’est-a-dire
|zy] < llzll2 ]l
Si z = ay, ’égalité est évidente. O

Remarque 2.2 Soit ) € R™*" orthogonale, alors

[Qzl2 = [ll2-
On donne une démonstration géométrique et une démonstration algébrique de

cette remarque

(1) Démonstration géométrique: Puisque 'action de @ sur x est une ro-
tation ou une réflexion, @ ne change pas la norme de z.

(2) Démonstration algébrique: Puisque QT = Q7 1,

1Qzll2 = (Q2)" Qr = 27 QT Qx = 2w = |lz]. O

Remarque 2.3 Pour n fini, toutes les normes de R’ sont équivalentes, c’est-a-
dire, pour les normes | - ||o et || - || données, il existe deux constantes positives,

c1 et co, telles que
alzlla < llzlls < c2llzlla-

En particulier pour les p-normes, p = 1, 2, co:

el <zl < vallz|s
[2lloe <zl < vVnla]oo,
[#lloo < llzlli <7l

On définit Ierreur absolue de la valeur approchée & € R™ par la différence:
€a = [|& — ]|

et Uerreur relative de & par le quotient:
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2.2 Normes de matrices

Soit A € R™*™. On a alors les normes p de A subordonnées aux normes p sur
les vecteurs, ||z]l,, 1<p<oo,
[ Azl

a0 [l
= sup [Az|,, par ’homogénéité des normes.

1Al

La trace de B € R™*™_ notée tr B, est la somme des éléments de la diagonale
de B:
m
tr B = Z b”
i=1

On a aussi la norme nonsubordonnée de Frobenius, appelée aussi de Schur ou
encore euclidienne:

tr AAT =tr ATA

m n
> il

i=1 j=1

1Al

Remarque 2.4 Les normes p et F satisfont l'inégalité qui suit:
[AB| < [[A[[I B,

ou A e R™*" et B e R4,

On calcule facilement les normes || A||1 et || A oo:

m
AL = InaXZ|aij|, colonne maximum,
J =1
n
[Allec = m?lXZ|CLij|, ligne maximum.
i =
En effet,
[Az[y = [[z1a1 + - + Znanlly o [[z[1 = [z1] + - + [za] = 1;

alors par I'inégalité du triangle:

[Az([x 1] laalls + - -+ [2n] [lan]ly

(lea] + - 4 |zn]) max a1

IN N

max [|a;][1
J

llajolli,  pour un jo,
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et le maximum est atteint avec z = ¢j,.

De méme,
lzloo = izl - Lpa] oo ot oo = max |o;| =1,

= max{‘l?:v|,‘l§:v|,...7‘17:296‘}
= lie]
< s [251 i s
< iollt, puisque |z;| <1,
< max il = L ]y
= [l Al

et le maximum est atteint avec x = (sgna;, 1,...,sgna; »)°.

Remarque 2.5 Soient A € R"™*" quelconque et U € R™*™ et V € R™"
orthogonales; alors

[UAV]2 = [|All2,  [[UAV|F = [|A]lp.
On voit facilement que

[Allz < [Allp < V|| All2.

2.3 Décomposition en valeurs singuliéres

Soit B € R™ " une matrice carrée; on note A\(B) le spectre de B, c’est-a-dire
I’ensemble des valeurs propres de B:

AB) ={A1, ..., Al

Considérons une matrice A € R™*" et les matrices symétriques AAT € R™*™
et ATA € R™*™. Les valeurs propres de AA” et de AT A sont respectivement

AMAAT) ={of > 207 > Op1 =+ = O},
NATA) ={o}> 202 >0,41="--=0,}.

Définition 2.2 Soit A € R"™ " et notons p = min{m,n}. Les valeurs sin-
gulieres de A sont les p nombres

01202220, 2>0.

Théoreéme 2.1 Soient A € R™*™ et p = min{m,n}. Il existe deux matri-
ces orthogonales U = [u1,...,up] € R™™ et V = [v1,...,v,] € R™" qui
décomposent A en valeurs singuliéres:

UTAV = diag(oy,...,0p) = %

et
01202220
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Démonstration. Soient les vecteurs unités = € R" et y € R™, ||z|2 = 1,
lyll2 = 1, tels que
Az =0y, ou o =|A]s.

On peut trouver deux matrices orthogonales
V=[z,Vi] e R"", U =][y,U;] e R™*™.

Alors la structure de UT AV est triangulaire bloc:

o w’ } 1

7T _
Al._UAV_[O [

1 n—1

c’est-a-dire
AV = A[,T, Vl] = [O'y, AVl]

et
T

T
UT AV Y Vi o w
' [UlT][Uy 1} [0 B]

puisque les lignes de U sont orthogonales 2 .
On montre que w = 0. Puisque

sfe]=l8 s =17

alors
[ o 2 2
HA1 ] = (02+wTw) + || Bw||3
L W 1ll2
> (a2+wTw)2
2 2
- L]
W Illo W Jllo
Il s’ensuit
41113 > 0 + w'w;
or
o = [|A]l3 = [ Aull3;
donc

w = 0.

On complete la démonstration par induction sous I’hypothese que le théoreme
est vrai pour B € R(m-Dx(n=1)

Définition 2.3 On note o;, u; et v;, respectivement, les valeurs singulieres, les
vecteurs singuliers a gauche et les vecteurs singuliers & droite de la matrice A.
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linfu,} linfu, }

Figure 2.1: L’ellipsoide F.

On voit que, pour i =1,2,...,p,

Av; = oquy,
ATw; = ojv;,  Cest-a-dire u;TFA = oiv;‘r;
en fait,
UTAV =¥ = AV =UX
et

VIATU =5 = ATU = vy = UTA=3xVT.
Les vecteurs u; et v; sont les vecteurs propres respectivement de AA” et AT A.

Remarque 2.6 Les valeurs singulieres de A sont les demi-longueurs des axes
de V’ellipsoide E:
E={yly=Az|z|s =1}

Exemple 2.1 Soit

0.96 1.72
A= [ 2.28 0.96 ]

On a (v. fig. 2.1)
06 —0871[3 01[08 061"
_ T_ . — V. . .
A=UZV _[0.8 0.6“0 1“0.6 —0.8} ’

ol

cos =0.8, sinf =0.6, 6 =arctan0.75 = 0.6435.
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Corollaire 2.1 Soit la décomposition en valeurs singuliéres de A, UTAV = X.
Si
01 2022"'ZUT>UT+1:"':07
alors
(1) g A=r,
(2) N(A) =lin{vy41,...,0n},
(3) R(A) =linfuq,...,u.},
(4) A= Zzl Uiui'UT = Urzr‘/rT;

%

(5) [Al% =of +...+ 0,
(6) [All2 =01
Démonstration.

(1) U, V orthogonales = rg A= rg UTAV = rg ¥ =r.
(2) Avy = ULV Ty, =UXer =0, k=r+1,r+2,...,n.

(3) A=UxVT = [o1u1,...,00u.,0,...,0)VT;
alors R(A) = lin(uy, ..., u,), puisque V' est orthogonale.

01’0?

ol

@  A=USVT=[w - um ]| gr

= UlulvlT + -4 oruTUTT.

o7

Remarque 2.7 uivf est une projection P; sur u;, ¢’est-a-dire uivfx = (’UZT,T) U;
et N(P;) =R"\{v;}.

(5) A7 = lUSVT]E = [5]F = of +--- + 07

(6) [All2 = [USVT |2 = [Z]l2 = max|g),=1 [|Zz[l2 = [|Zeills = 01. O

2.4 Quantification de la presque déficience

On quantifie la presque déficience d’une matrice.

Corollaire 2.2 Soit UTAV =¥%. Si
k<r=rgA
et

k
o § T
Ak = o;uV;
i=1

alors
min A= Bz = | A— Agll2 = oxs1.
rg B=k
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Démonstration. On a
UTAkV=diag(01,...,ok,0,...,0) =rg Ay =k
et, avec p = min{m,n},
A= Apll2 = |[UT(A = Ap)V |2 = || diag(0, .. ., 0, 0541, -, 0p)|l2 = Ths1-

Si
rg B =k, BeR™",

alors, par un théoréme du chapitre précédent: rg A + dim N(A) = n, il existe
des vecteurs orthogonaux, x1,...,ZT,—k, tels que

N(B) =lin{z1,...,zpn—r}
Le calcul des dimensions donne
lin{xy1,...,2n—k} Nlin{vr, ..., 011} # {0}.

Donc cette envelope linéaire contient un vecteur unité, z. Or

Bz=0
et
k+1
Az = Z o; (v;fz) Us;
i=1
donc

k+1
2
1A= B3 > (A= B)zl3 = [|A2]l5 = Y o7 (v]'2)" = 0i-
i=1
On a employé le fait que

k+1

S (0F2) =2l = 1.

=1

2.5 Conditionnement des systemes carrés

Soient A € R™*™ réguliere et b € R". On considere le systeme linéaire Az = b.
Quel est Deffet des perturbations de A et de b sur la solution z7

Pour répondre a cette question on a recours a la décomposition de A en valeurs
singulieres:

A=UxvT = Z oiu;vil.
i=1

Alors la solution s’exprime suivant la base {v1,...,v,}:

r=A"=VvyUuTh= Z

i=1

T
u; b

;.
i
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Si o, est faible, une légere perturbation de A ou de b peut causer une grande
perturbation de x.

En effet, notons

[un?)

181l

cosf =

et perturbons le systeme Az = b dans la direction u,:

(A—eunvg)y:b—i—esgn(uib)un, on > € >0,

L L sit>o,
SEE=Y 1, sit<o,

désigne le signe de t. Alors on peut démontrer que l'erreur dans la solution
satisfait:
€
ly — xll2 = —|lx]l2 cos,
On

c’est-a-dire qu’une perturbation de lordre O(¢e) peut entrainer une perturbation
de l'ordre O(e/oy,) sur la solution.
La matrice du systeme perturbé s’écrit sous la forme:

n
A—eunvg = E UiuiU;‘F —eunv;‘f
=1

n—1

T T.

= g oiuv; + (on — €)unv,;
=1

on peut alors développer la solution y suivant la base {v1,...,v,}:
n-1l T T T
u; b u, b+ esgn (u,, b
yzz L 'Ui+ n g(")vn
o Op — €

i=1

Si 'on soustrait de y la solution = du systéme non perturbé exprimée suivant la
base {v1,...,v,}, on a lerreur:

ul'b+ esgn (ulb)  ulb
y—ax= e T
op — € on

Il n’y a ici aucune surprise parce que o, est la distance de A a I’ensemble des
matrices singulieres; si A s’approche de cet ensemble, la solution devient instable.

Passons maintenant a une mesure de [’instabilité des systémes. Considérons le
systéme a un parametre

(A4+eF)xz(e) =b+ef,
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ot A, F € R"" et f € R", et notons z = z(0) la solution de Az =b. Si A est
réguliere, alors z(e) € C* dans un ouvert de 0. Un développement de Taylor de
x(€) d’ordre O(e?) donne:

Az + €Ai(0) + eFz =b+ef + O (),

c’est-a-dire
#(0) = A~'(f — Fa) + O(e);

de plus
z(e) = x +e(0) + O () ;
donc
z(e)—z = ei(0)+O0 (%)
= ATNf-F2)+0 (),
lz(e) =l < el AT I+ IEI (1} + O (€)
lz(e) — | -1 {”f” } 2
ellA -_— F O (e
Ll < im0 @
€ A71 A M ﬂ} [0) 52
< daan {0+ Ell 0@,
puisque
1 A
Az=0b = [All=ll = [oll = Hﬁﬁ'

Définition 2.4 Le conditionnement de A dans la norme p est le nombre
kip(A) = condy(A) = [|A]l, [ A7,
Notation 2.1 On note erreur relative en A, resp. en b, les nombres

_ /1]

pA—e|— resp. pp = € -0

Il el

Alors la borne supérieure de I'erreur relative en x qu’on vient d’obtenir s’écrit
de la facon suivante:

= k(A)[py + pal + O (€°) .

Exemple 2.2 Soit

1.00 0.9 1.99 ~0.000 097
A= [ 0.99 0.98 } » b= { 1.97 }  0b= { 0.000 106 ] '

Alors la solution de Az = b, resp. de Az = b+ 6b, et dx sont:

e [ 3.0000 se_ | 2:0000
=11 "7 —1.0203 |0 %P T | —2.0203 |
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On voit que

- |0b]l2 107"
[|6b]|2 ~ 10742, ~ ,
[[0]]2 2
b
lozllz 40000 1212 o
]2 [[b]2

La forte perturbation de x causée par une tres faible perturbation de b s’explique
par le trés mauvais conditionnement de A:

1.9805
conda(A) = 39600 = 2L =

_ —1

Théoréme 2.2 Soient A € R"*™ réguliere et b € R™. Considérons une pertur-
bation AA € R™*"™ de A telle que

IAA] AT =r < 1.

Alors
(A+ AA)y=b+ Ad

est un systéeme régulier. De plus, s’il existe un 6 > 0 tel que
[AA[ < oAl

et
| Ab| < §][b,

alors

= =yl _ 20n(4)
T

, x # 0.

Démonstration. Employer le lemme de Banach:

et 'inégalité, pour ||E|| < 1,

(A+E)7 = AT < |E| AT I(A+E)7Y|

1

11 = B)7 Y| € —7-
1B
Exercice 2.1
(a) Soit A € R™*™. Montrer:
y’ Ax
Omax = _Max  —————.
veR™zeR" [[yllafl]2
(b) Soit
Ao [ w oz ]
y oz

Exprimer op.x et omin en fonctions de w, z, y, z.
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(c) Montrer que A € R™*™ quelconque est limite d’une suite de matrices { Ay}
de rang plein, c’est-a-dire rg Ay = min{m, n}.

(d) Soit A € R™*™ de rang n. Montrer:

|a(aTa) " aT| =1
(e) Trouver la matrice de rang 1 la plus pres de
1 b
=l ]
dans la norme de Frobenius.

(f) Soit A € R™*™. Montrer:

[AllF < Vrg A A2

Remarque: Cette inégalité est plus forte que l'inégalité suivante:

[Allz < [[Allr < V[ A]2.



Chapitre 3

Calculs en virgule flottante

3.1 Nombres en virgule flottante

On emploie la terminologie qui suit:
la base (3, un entier > 1;
la précision t égale au nombre de chiffres significatifs (v. sect. suiv.);
la puissance minimum L de (3;
la puissance maximum U de (.

Notation 3.1 On note F l’ensemble des nombres en virgule flottante; alors
tout f € F s’écrit d’une et d’une seule fagon:

tdidy---dy x 8¢, 0<d; < B,di £0,L<e<U,
Lemme 3.1 Tout f € F — {0} satisfait les inégalités:
pri=m<|fl<M=p"(1-67), (3.2)

ou m désigne le plus petit nombre > 0 et M le plus grand nombre respectivement
de F.

Démonstration. On détermine m et M.

m=0.100---0, x B = p~1pL = L1,

M = 0.B=1)1-(B—1) x 8°
[(ﬁ_ 1)571 + (5_ 1)6724-_’_ (ﬁ_ 1)5725] « ﬁU
= [1 _5_1 —f—ﬁ_l _5—2 4+ .. _’_ﬁ-(t—l) _ﬁ_t] % ﬁU
= 7157,

puisque la somme se syncope. [

17
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Figure 3.1: Les nombres positifs et zéro de 'univers des nombres caractérisés

par 3=2,t=3,L=-1,U =2.

Exemple 3.1 Soient 0 =10,t =4,L = —5,U = 6, alors

f=—.8765x 10% € F.

Onam=10"2"1=10"% ¢t M =10 (1 — 1074) =0.9999 x 106,

Exemple 3.2 Soient f = 2,t = 3,L = —1 et U = 2.

éléments F.

Résolution.

1
=9 -l =972 —
" 1

-, M=22(1—2—3)=4<

Voici tous les nombres positifs non nuls de F:

0.100 x 271
0.101 x 271
0.110 x 271
0.111 x 271
0.100 x 20
0.101 x 20
0.110 x 29
0.111 x 20
0.100 x 21
0.101 x 21
0.110 x 21
0.111 x 21
0.100 x 22
0.101 x 22
0.110 x 22
0.111 x 22

4/16 =m
5/16
6/16
7/16
8/16 = 4/8
5/8

6/8

7/8

8/8 =4/4
5/4

6,/4

7/4

8/4 =4/2
5/2

6/2

7/2 = M.

Enumérer tous les

1\ 7
1—=) ==
$) =3

L’ensemble F contient donc 16 nombres positifs, 16 nombres négatifs et zéro: en
tout 33 nombres inégalement espacés (v. fig. 3.1).

Exercice 3.1 Soit 3=3,t=2,L=—-1et U = +1.

(a) Dresser la liste des nombres positifs de I'univers F.

(b) Calculer la valeur de m et de M
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3.2 Ordinateur modéle
Soit le sous-ensemble des nombres de la droite réelle:
G={zeR|m<|z|<M}U{0} (3.3)

et lapplication
fl:G6—F (3.4)

définie par

Zq € F le plus pres de z (en s’éloignant de lorigine en cas d’égalité),
fl(z) = si I’on arrondit,

x; € F le plus prés de x tel que |z, < |z|, si ’on tronque.

Théoreme 3.1 Soit x € G et u l'unité d’arrondi, alors

filx) =x(1+e), le| < u, (3.5)
ot
$8't, si Uon arrondit,
u= (3.6)
B17t silon tronque.
Démonstration.

(a) On considere d’abord le cas ou l'on arrondit. Le cas ou « = 0 est trivial.
Si x < 0, on prend —x > 0. Donc on se restreint aux valeurs de x satisfaisant
Iinégalité:

6L71 <z< 6U'
Soit e ’entier, unique, tel que

66—1 <z< Be'
On détermine I'incrément entre deux nombres consécutifs de F dans l'intervalle

[/8871766[.

Puisque
81 =0.10---0; x (%,

on obtient le nombre suivant en ajoutant & ¢! I'incrément
0.0102 s Otfllt X 66 = 66715.

Or cet incrément est uniforme sur tout cet intervalle puisque la puissance e est
fixée. Donc, sur cet intervalle I'incrément est 4¢~¢. 1l suit que

[Aiz) — o] < 55" (3.7)
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Puisque
gl < a,
on obtient ) .
| fl(x) — x| < 28 _ 1614,
|z = el 2 ’
et puisque
fi(z) —
) -
T

on a démontré le théoreme si 'on arrondit.
(b) Si l'on tronque, (3.7) devient

[fl(z) — 2| < B~ O
Corollaire 3.1 Il y a 5t — 8t~ nombres de F dans Uintervalle

[

Démonstration. Puisque l'incrément entre deux nombres de F dans cet in-
tervalle est 3¢, alors

e _ ne—1
6 Be?t _ ﬁt —ﬁt_l. 0

Exemple 3.3 Soient 8 =10,t =4, x = 7 et l'on arrondit. Vérifier (3.7) pour

x = 0.314159 x 10

Résolution. On voit que

z=0.314159x 10" = e = 1.

Donc
fl(z) = 0.3142 x 10*,
fl —
€= % —0.000130507 .. ..
Or ) )
551—t =5 % 101=* = 0.5 x 1072 = 0.000 5;
alors

Appliquons aux opérations arithmétiques sur les nombres de F le théoreme
qu’on vient d’établir sur I'erreur relative de 'opération

Goz—1fl(zx) € F.
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Notation 3.2 Notons op les opérations exactes +, —, X et =+ qui sont sur des
registres et des accumulateurs tres longs et donc qui ne causent aucune erreur
de chute.

Soient a,b € F; on considere aopb. 1l y a deux cas:

(i) siaopb & G, on a un dépassement de capacité
supérieur si |aopb| > M (ceci produit souvent un arrét du programme),
inférieur si 0 < |aop b| < m (dans ce cas beaucoup d’ordinateurs réduisent
le résultat & zéro);

(ii) siaopb € G, alors
fl:aopb— fl(aopb) € F.

Corollaire 3.2 Sia,be F et aopb € G, alors
flaopb) = (aopb)(1+¢),  |e] <u (3.8)
donc Uerreur relative d’une seule opération est petite:

[ fllaopb) — (aopb)|
- [aopb]

le] <u, aopb # 0.

Exemple 3.4 Soient 8 =10 et t = 3; si l’on tronque,
AIA(1073 + 1) — 1] = f[0.100 x 10' — 1] = fi[0] = 0;

et
073 + fi(1 —1)] = 1073,

Dans le premier cas, l'erreur relative est 100% et dans le second 0%. Donc les
opérations en virgule flottante ne sont pas toujours associatives.

3.3 Nombre de chiffres significatifs

Définition 3.1 Le nombre de chiffres significatifs en wvirgule flottante, c’est le
nombre de chiffres comptés du premier chiffre non nul au dernier chiffre non
nul.

Exemple 3.5 Si 3 =10 et t =5, alors:
+0.12345 x 107 a 5 chiffres significatifs

et
—0.12000 x 1072 @ 2 chiffres significatifs.

Deux situations de perte de chiffres significatifs peuvent se produire: la perte
catastrophique du nombre de chiffres significatifs dans la soustraction de deux
nombres presqu’égaux et le résultat illusoire de la division.
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Exemple 3.6 Soient =10 ett =5:
+0.12345 x 10° — (+0.12342 x 10°) = +0.30000 x 10.

Il y a une perte de 4 chiffres significatifs.

L’exemple suivant illustre d’une fagon dramatique la perte du nombre de chiffres
significatifs du fait que les termes d’une somme grands en module et de signes
opposés s’annulent tour a tour.

Exemple 3.7 Soient B = 10 et t = 5; évaluer e~ %% au moyen de la série de
Taylor:
N n
T
T __
=2
n=0
en r = 5.5.

Résolution. Puisque e ~ 0.004 086 7714 & 8 chiffres significatifs pres et

(=5.5)2

=0. 44
261 0.000 000044 0,

il suffit de prendre N = 25. On obtient alors, en virgule flottante:

e ?® ~ 4 1.0000
— 5.5000
+15.125
—27.730
+38.129
—41.942
+38.446
—30.208
+20.768
—12.692
+ 6.9803
— 3.4902
+ 1.5997

~ + 0.0026363

Donc la réponse n’a aucun chiffre correct. De fait, 'erreur d’arrondi dans les
gros termes, tel 38.129, est aussi grande que la réponse elle-méme. Plutét que
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d’augmenter la valeur de ¢t a 10 et méme 11, on peut, pour éviter la perte de
chiffres significatifs, employer I’algorithme bien congu suivant:

1 1
-5.5
= = ~ 0.004 086 5;
‘ e’ 1455+ '

dans ce cas Derreur relative n’est que de 0.007% avec t = 5.
Voici un quotient illusoire. Soient § =10, ¢t =5 et L = —15. Alors:
a=+0.12345x 107 ~ 0, b=+0.12345x 107 ~ 0;

mais
a

7= +0.10000 x 10° ~

ol o

3.4 Effet cumulatif des erreurs

Dans ce paragraphe, le produit scalaire servira d’exemple de ’accumulation des
erreurs dans une suite d’opérations en virgule flottante.

Définition 3.2 Soient z,y € R™. L’opération en virgule flottante:

$:= S+ Ty (3.9)
sera appelée flop.
L’algorithme suivant calcule z7y en n flops:
Algorithme 3.1 L’algorithme du produit scalaire x7y:

s:=0
Pour k=1,2,...,n
$:= S8+ TkYk

Bornons maintenant ’erreur

|1 (="y) — Tyl
Posons
p
sp =1l Zxkyk] ;
k=1
alors
s1 =zyi(1+ 1), 61] <,
et pour p=2,...,n,
sp = fsp—1+ l(xpyp)]

[Spfl + xpyp(l + 51))](1 + fp)a |5p|7 |€p| <u.
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Donc .
fl(a"y) =sn =Y zrye(l + )
k=1
ou .
1+ 9= (14 0d) Hl-i—e] e =0.

On écrit au long I'expression precedente:

ﬂ(wTy) = [ {[(:Elyl(l+61)+$2y2(1+62))(1+62)
+ Igyg(l + 53)} (1 + 63)
+ 24ya(1+ 64) (1 + €4)

s 6a)] (1 -+ €0)

= oyl +da)(I+e)l+e) - (1+en)
+2oy2(1 +02)(1 +e2) (1 +e3)--- (1 +€p)

+ 23y3(1 + 03) (I+es) - (1+en)
Alors
fl (xTy) = Z TrYk + Z TEYK Yk
k=1 k=1
= aly+ Z TkYkVk
k=1
et
0 (=Ty) =Tyl = D
k=1
< 3 Ll el el
k=1
< nufz|" [y[+0 (v?)
du fait que

| <nu+ 0 (u?).

On a noté la valeur absolue |x| du vecteur z:

e = (Jz1), . zal) "
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Au moyen d’une analyse plus fine de l’erreur sous ’hypothese additionnelle:
nu < 0.01, qui est tres acceptable en pratique, on obtient la borne suivante:

[ fl(z"y) — 2yl < 1.01nulz|"|yl,
sans terme O (u2).

Remarque 3.1 Si
2" y| < J=[" [yl

Perreur relative dans fl (xTy) n’est pas nécessairement petite, comme on peut
voir a I’exemple suivant. Il est donc important d’accumuler les produits scalaires,
c’est-a-dire d’employer la précision double, u = 3'~2¢, et d’arrondir ou tronquer
le résultat final & ¢ chiffres. Puisque le produit de deux nombres a t chiffres est
un nombre & 2t chiffres, I'erreur est alors tres faible. On peut montrer que si nu
est suffisamment petit (disons nu < 0.01) et si 'on accumule le produit scalaire,

alors
flo <Z xzyz> - Z TilYi
i=1

i=1

< cul[z]|2 [[y|2, (3.10)

ou fly désigne 'opération (3.4) en précision double, c’est-a-dire avec des mots de
longueur 2t si nu est suffisamment petit.

Exemple 3.8 On montre que si |xTy| < |&|T |y|, Uerreur relative dans fl, (z7y)
n’est pas nécessairement petite a cause des pertes importantes de chiffres signi-
ficatifs. Soit 6 =10, t = 4 et les vecteurs:

0.1002 x 10~ 0.1003 x 10+
z=] 09999 x 10t° |, y=| —0.9995 x 10*°
0.2000 x 10! —0.2803 x 10*1

On accumule le produit scalaire avec t = 8,

ﬂz(fCTy) = T1Y1 + T2Y2 + T3Y3

0.10050060 x 1071 — 0.0999 4000 5 x 10" — 0.5606 0000 x 102
(on arrondit x2y2)

= (0.10050060 x 10" —0.0999 4001 x 10™*) — 0.5606 0000 x 102

= —0.1000 x 107°.

Le résultat, arrondi a t = 4, est assez petit. Maintenant, on calcule |x|T|y| avec
t =4 parce qu’il n’y a pas de soustraction:

lz|T|y| = 0.1005 x 107 +0.09994 x 10" + 0.0005 606 x 10"
(on arrondit x2ys et x3y3)
= (0.1005 x 10" +0.0999 x 10*!) 4 0.0006 x 107"
= 0.2010 x 107,
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Le résultat est grand. La valeur exacte de xTy:
Ty = —0.5000 x 1077,
est petite. On calcule la différence:

flo(z?y) — 2Ty = = —0.1000 x 107¢ 4 0.0500 x 10~°
= —0.0500 x 1076
—0.5000 x 107",

Enfin Uerreur relative est grande:

Il (zTy) — 2Ty 0.5 1077

= = 100%.
[zTy| 0.5 x 107 %

Il n’y a donc aucun chiffre correct dans le produit scalaire accumulé o cause des
pertes importantes de chiffres significatifs.

On termine par une citation libre de Wilkinson: ’analyse de l'erreur a pour
but premier de détecter l'instabillité des calculs plutot que de borner 'erreur;
les bornes théoriques sont souvent tres pessimistes; les bornes pratiques sont a
posteriori et tiennent compte de la distribution statistique des erreurs.

3.5 Erreurs d’arrondi des calculs matriciels
Notation 3.3 Soit une matrice E € R™*"™. On note:
|E] = (lei;]) (3.11)

la matrice dont les composantes sont les modules des composantes de E. On
note alors l'inégalité:

|E| < |F| <= leis] < |fil Vi, 3. (3.12)
Soient
A, B e FR™™M),

c’est-a-dire
Qij, bij cF

et
ae F.

Alors
fllad) =aA+ E, |E| < ulad|,

fllA+B)=(A+B)+ E, |E| <ulA+ B
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Soient maintenant A € F(R™*") et B € F(R"*?), c’est-a-dire les éléments de
A et de B sont dans F; alors

fl(AB) = AB + FE, |E| < nul|A||B|+ 0O (u?). (3.13)
En effet, si

(1+a) =[O +ax) =1+Zak+0(zai)

k=1 k=1
et
|Oék| S u,
alors
la| < nu+ O (u?)

et

‘ﬂ (:CTy) — xTy’ < nulz|T|y| + O (u2) ) (3.14)

Remarque 3.2 L’erreur relative dans fl(AB) peut étre grande si |A||B] >
|AB|. Donc il est important d’accumuler les produits scalaires lors du produit
AB.

Remarque 3.3 (3.14) est un exemple d’analyse directe de l'erreur: on cherche
une borne supérieure de la solution. Au paragraphe suivant on procéde a poste-
riori.

3.6 Analyse de ’erreur rétrograde

L’analyse rétrograde de 'erreur, par opposition a I’analyse directe, rejette 'erreur
sur les données. On suppose que la solution numérique est la solution exacte
d’un probleme voisin du probleme original.

Exemple 3.9 Soient

A_[au a12] B_[bu b12]'

0 a922 0 b22
Alors
a11bii(1+e€1) [a11bi2(1+ €2) + a12baa(1l + €3)](1 + €4)
lAB == )
f( ) |: 0 CLQQbQQ(l —+ 65)
ot le;| <u,i=1,...,5.

Si Uon considére les matrices quelque peu perturbées:

A\: ail a12(1+63)(1 —|—64) § _ b11(1+€1) b12(1+62)(1+64)
O a22(1 + 65) ’ O b22
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on voit que .
J(AB) = AB,
ou R
A=A+ E, |E| < 2ulA|+ O (u?),
et .
B=B+F, |F| < 2u|B|+0 (uv?).

On peut dire que le produit sur ordinateur est le produit exact de quantités quelque
peu perturbées.

3.7 Le calcul de la norme |z|-

On donne maintenant un algorithme stable pour calculer la norme ||z||2 et 'on
borne l'erreur.
Supposons 'existence d’une fonction fl (\/— ) telle que

AVE) =vE(l+e, ld<u (3.15)
On remarque tout d’abord que si
lz;| < m =Lt

ou m est le plus petit nombre positif dans F représentable sur I'ordinateur, alors
fl (z2) =0et

par conséquent, le simple algorithme

VD a? (3.16)

n’est pas acceptable si |z;| < m!/2, parce que 'erreur relative serait tres grande.
On remplace donc (3.16) par la formule équivalente:

Algorithme 3.2 L’algorithme de la norme ||z||2:

o= max EAR (3.17)
0 a=0,
e s e (3.15)

Estimons erreur de cette formule. Posons:

(0%

%:ﬂ(ﬁqj:{%a+@fu+4x e, el <,
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=1l (Z%) = Zyi(l i), ml <nu,
u=1(vz)=vz(1+e), le| < u,

v =1l(au) = au(l + 1), In| < u.
On a donc:
fi(Jlz]2) == (1+n)(1+e) Zx (14 €)2(1+ €)1 +m)
< (14+u)(l+u \/Zx 1+u)2(1 4+ u)(1 + nu)
< (1+u)? \/Zx [14 (34 n)u+ (3+3n)u2+ O (ud)]
< (4w | a2 1+2<5+n> (5+n) u? + 0 (u?)

= (14nu) \/7\/ 5+nu>2+0
S (1022 o)
=zl (1 + ”;911) +0 ().

De fait, une analyse plus serrée donne (n + 6)/4 au lieu de (n +9)/2. Donc
I’algorithme ci-dessus est stable et il admet une bonne erreur relative méme si
les |z;| sont petits. Si nu est suffisamment petit et si Pon accumule le produit
scalaire, on obtient une borne aussi petite qu’en (3.10).

Exercice 3.2
(a) Démontrer le corollaire 3.2.

(b) Soit E € R™*™ (m > n). Montrer:

IE] 2 < vl E|2.

(¢) Montrer, par un exemple, que 'erreur du produit de deux matrices d’ordre
2 en arithmétique finie (¢ borné) peut étre importante.

(d) Soit B une matrice réguliere. Montrer, au moyen de (3.13), que

[ i(AB) — AB||r

A, < nukp(B) + O(u?).
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Chapitre 4

Décomposition des matrices
en facteurs

4.1 Réflexions de Householder

Définition 4.1 Soit v € R™. On nomme réflexion de Householder la matrice

P c R
T

VU
P=1—-2——
vTy

et vecteur de Householder le vecteur v.

On voit que le 21™¢ terme de P (sans le facteur —2) appliqué sur un vecteur
est la projection de x sur v:
T
. vt x
Proj,z = TV
qui est indépendante de la longueur de v.
On voit facilement que P est symétrique et orthogonale. De plus,
Pv=v—-2v=—v
et

Pu=u si uTv=0.

11 suit de ces deux relations que P applique tout vecteur de lin{v} dans son

opposé et tout vecteur du supplémentaire orthogonal de lin{v} en lui-méme.

Alors, Px est la réflexion de z dans 'hyperplan lin{v}+ € R"7! (v. fig. 4.1).
On peut voir, au moyen de 'identité:

dét (I, + xyT) =1+2Ty, z,y € R"
que dét P = —1.

31
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lin{v} -

. Px

Figure 4.1: La réflexion Px de Householder.

Une réflexion de Householder est une modification de rang 1 de 'identité;
elle sert a annuler un bloc de composantes d’un vecteur.

Par exemple, soit x € R™ non nul. Pour annuler toutes les composantes
de x sauf la premiere, on projette = sur e;, c’est-a-dire on trouve v tel que

Pz € lin{eq }:

vTv vTv

2007 20T
P:v:(l— v )xzx— Y xvelin{el}.

On a donc nécessairement

v €lin{z,e1}, Cc'est-a-dire v =1z + ae;.

Alors
vV =zTz + axq
et
viv=2aTz+ 21 + az;
donc
T T
' x4+ axy VX
Pr=1(1-2 T —2a——e;.
< 2Tx + 2ax; + a2> Ty !

Le coefficient de x s’annule si o = £||z||2. Alors
vl
v=x=x|lz|er = Px=|I- QE x = F||z||2€1.

Les réflexions de Householder tirent leur utilité de cette simple détermination
de v.
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Exemple 4.1 Soient v = (3,1,5,1)T et v = (9,1,5,1)T; alors

—27 -9 —45 -9
voT 1 -9 533 -5 -1
Ty 54| —45 -5 29 —5
-9 -1 =5 53

est telle que Pz = (—6,0,0,0)T.

Pour réduire Uerreur relative dans le facteur
B=2/v",

on choisit le signe de «,

a = sgn(z1)||z[[2,

qui maximise ||v||2 et donne [|v]|2 > ||z]|2; alors
v = + sgn(z1)||z||2€1.

De plus, pour éviter les débordements dans le calcul de ||z||2 on part de 2/]|z|| o,
c’est-a-dire on emploie ’algorithme stable du chapitre précédent.

En général, pour annuler les (j — k) composantes successives de &, Tg41, ..., L,

on prend

2 2 2 2,
Q" =T+ Tpyq T+ T

alors
_ 0 ; _ " ;
0 Th-1
xp + sgn(ag)a —sgn(xg)a
Tg+1 0
v = 5 Pz = )
Ij O
0 Tjt1
L 0 ] L T i
ol
I, O 0 }
P= 0 P 0 =diag(Ik_1,P,In_j)
0 0 I,
et P est donnée comme au début avec & = (Thy Tht1, -5 25) 7.

L’algorithme suivant calcule vT et 3.
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Algorithme 4.1 Soientx € R nonnulet1l <k < j <n. L’algorithme calcule

v=(0,...,0,v,...,v;,0,...,0)"

et 5
b= vTy
tels que les composantes de k+1 a j de
(I — BUUT) x

sotent nulles.

m = max{|xkl,...,|z;|}
a:=0
Pouri=k aj

v 1= xi/m

o= o+ v?

a=4/a
f = 1/[a(e+ |vg])]

v = v +sgn(vg)a O
L’algorithme requiert environ 2(j — k) flops.
On vérifie qu’on obtient bien la valeur de G:

2 2 2 1

oT0 o+ sen(ui)al® + o, + -+ 02 2odat2a?  alat )

Il est important d’exploiter la structure de la transformation de Householder
dans les calculs, c’est-a-dire:

Ik,1 0~ 0 A1 A2 Ag /}1 {12 43
0 P 0 A4 A5 Aﬁ = PA4 PA5 PAG
0 0 I || A As Ag Ar  As Ay

On voit que seule la deuxieme ligne bloc est modifiée par P; c’est ce que fait
I’algorithme suivant.

Algorithme 4.2 Soit A € R"™4, v = (0,...,0,v%,...,v5,0,...,0)7 et g =
2/vTv, alors 'algorithme renouvelle A par (I — ﬁva) A.

Pourp=1,...,q
§ 1= Vgagp + -+ Vja4p
s:=[fs
Pouri=k,....j
Qip 1= Qip — SV; [
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L’algorithme requiert environ 2¢(j — k + 1) flops.

L’analyse de I'erreur rétrograde des deux algorithmes qui précedent montre
leur fiabilité. En effet, soient © et § les valeurs calculées de v et 3, et posons

P=1- 30",
Alors P differe peu de la valeur exacte P = I — fvv”, comme I’a montré Wilkin-
son:

|P = Pl|> < 10u.
De plus, le renouvellement ﬂ(ﬁA) differe peu de PA:
fi(PA) = PA+E,
ol
IEll2 < c(j —k+1)%u]|A]]2,  c=0().
En pratique, si @ est le produit de matrices de Householder:
. 1T
Q=PP Py Pi=1-f0 [00]
pour des raisons d’économie de flops et de mémoire, on garde souvent en mémoire

non pas @ mais ses facteurs sous la forme 3; et v(¥). Par exemple, dans plusieurs
algorithmes on renouvelle A € R™"*? par QA en 2nrq flops dans 'ordre

[P AP, [Pra(PrA)] - 3],
selon l'algorithme suivant:

Pouri=r,...,1
A:=PFA

alors que le renouvellement dans l'ordre opposé: [{--- (P1Ps) -+ P,_1}P,]A selon
I’algorithme suivant:

Q:=1
Pouri=1,...,r
Q:=QF

A:=QA

requiert 2n%r + n2q flops.
S’il faut accumuler les P;, on le fait aussi dans l'ordre indiqué plus haut:

Q=1

Pouri=r,...,1
Q= PQ

pour tirer avantage de la structure des produits partiels
Pia -+ P, = diag (1,Q)

ol @ € R(»=9x(n=9)  [accumulation dans 1’ordre opposé produit un matrice
pleine des la premiere passe de la boucle Q := QPF;.
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Exercice 4.1

(a) Exécuter les algorithmes 4.1 et 4.2 avec k = 2,

1 1 -1
7 7 -1

z=| 2|, A=]| 2 o
3 301

—1 -1 2

(b) Soient z et y deux vecteurs non nuls de R™. Trouver une matrice de House-
holder P telle que Pz soit un multiple de y.

(c) Soient A € R™* et P € R?*? une matrice de Householder. Donner un
algorithme qui fait le renouvellement A := AP.

(d) Soit x € C™ non nul et écrivons x; = |x1|e??, § € R. Posons
u =1z + e?||z|2e1

et

2 H

o N _ N »T
Montrer que P est unitaire, c’est-a-dire P~' = PH ot PH := P | et que
Pz = —e"||z||e;.

(e) Soient z et y deux vecteurs non nuls de R”. Empoyer deux réflexions de
Householder pour montrer que rgzy? = 1.

(f) Soient x,y € R™. Montrer, au moyen de réflexions de Householder:

dét (I, + zy") =1+ 2Ty.

4.2 Rotations de Givens

On emploie une rotation de Givens pour annuler un seul élément a la fois, par
opposition a une réflexion de Householder qui annule une colonne d’éléments.
Les rotations en questions sont des modifications de rang 2 de l'identité de la
forme:

ri1 ... 0O --- 0 --- 01
0 c s 0 )
G(i, k,0) = :
0 —s c 0 k
| O 0 0 1 ]
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i k
oll ¢ = cosf et s = sinf et I'angle de la rotation dans le plan (i, k) est 0. Il est

clair que les rotations de Givens sont données par des matrices orthogonales.
L’application de G(i, k,0)T sur x € R™ donne

Yy, = CTj— STk
Y = ST+ cxg
Yy = Iy j 75 i, k.

On annule yj en prenant

X —Tk
C = ———— S = —F/————————.
2 2’ 2 2
\TE +x Vgt x
L’algorithme suivant évite les dépassements.

Algorithme 4.3 Soient les scalaires a et b; l'algorithme calcule ¢ = cosf et
s =sinf tels que

Sib=0
c=1;5=0
sinon
si |b] > |al
T=—a/b; s=1/V1+72 ¢c=sT
sinon
T=-=bla; c=1/V1+71% s=cr
fin
fin O

L’algorithme requiert 4 flops et une racine carrée; il ne calcule pas 6 et ne fait
pas appel aux fonctions trigonométriques inverses.

Exemple 4.2 Soient x = (1,2,3,4,)7, cos® = 1/+/5 et sinf = —2//5; alors
G(2,4,0)Tz = (1,7/20,3,0)T.

11 est important d’exploiter la structure simple de G(i, k, #) dans la formation du
produit G(i,k,0)A. On remarque que la prémultiplication affecte uniquement
les lignes 7 et k et ce d’une facon tres simple. L’algorithme qui suit, tient compte
de ces remarques.

Algorithme 4.4 Soient A € R"*9, ¢ = cosf, s =sinf, 1 <i < k < n. Alors
Ualgorithme renouvelle A par G(i,k,0)T A.

Pourj=1,...,q

Qij ‘= CU — SW
ag; ‘= sv+cw [
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L’algorithme requiert 4q flops.

Les propriétés numériques des rotations de Givens sont excellentes. Les valeurs
calculées de c et s par I'algorithme précédent satisfont les estimations suivantes:

¢=c(1+e.), €. = O(u),
§=15(1+ey), es = O(u).
L’emploi de ¢ et § dans I’algorithme précédent donne

fl [é(i, k, e)TA} = G(i,k,0)TA + E,

ou

IE],
= O0O(u).
A, ~ 0w

Exercice 4.2

(a) Soit z = [ il }, x1, 22 € C. Trouver une matrice unitaire
2
o C S 2 2
Q—[_S c]’ ceR, ¢+ [s]° =1,
telle que la 2™ composante de Q¥ z soit nulle.

(b) Soient deux vecteurs unités z,y € R™. Utiliser les rotations de Givens pour
trouver une matrice orthogonale Q telle que Q72 = y.

(¢) Trouver ¢ = cosf et s = sinf tels que

T
c s 5| 1 calaire
s e L=l o un scalaire.

4.3 Transformations de Gauss

On peut annuler des éléments d’un vecteur par des transformations qui ne sont
pas orthogonales. Par exemple, si x1 # 0 et 7 = —x5/x1, alors

IR

D’une fagon générale, soit x € R™ avec i # 0 et soit le vecteur de Gauss

T Ty .
T:(O,...,O,Tk.ﬂrl,...,Tn) s Ti:x_’ z:k_f_l,'”’n'
k

Alors la transformation de Gauss

Mk:I—Teg
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annule les z;, i =k +1,...,n:
! 0 0 071 [ =1 ] [z
10 1 0 0 Tk |
Mz =1 T 1 0 Ther || O
L0 - -7 0 - 1] an | | 0 |

La matrice My, est triangulaire inférieure. Elle est un perturbation de rang 1 de
I'identité. Les composantes 7x+1,..., 7T, sont appelées multiplicateurs.

On donne deux algorithmes, soit pour le calcul des multiplicateurs et le produit
M A.

Algorithme 4.5 Soit x € R" avec zj, # 0. L’algorithme calcule

T= (O,...,O,Tk+1,...,rn)T

tel que les composantes k+1,...,n de (I — Tef):c soient nulles.

Pouri=k+1,...,n
Ti = x/x O

L’argorithme requiert n — k flops.

La multiplication par une matrice de Gauss My = I — Te;f est toute simple:
Mpx = x — xp7.
Le renouvellement de A par My A est aussi trés simple.

Algorithme 4.6 Soient A€ R et1 = (0,...,0,Tks1,...,7n) . L’algorithme
renouvelle A par (I —Tel)A.

Pourj=1,...,q
Pouri=k+1,...,n
Qij = Qg5 — Ak;T; |

L’argorithme requiert (n — k)q flops.
Exemple 4.3 Soit

0
0
3/2 |
2

et T = alors (I — 7'62T) T =

=W N =
S O N
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Remarque 4.1 L’algorithme précédent requiert la moitié du travail exigé par
I’algorithme 4.2 de Householder pour renouveler A. Le prix de cette économie est
une perte de stabilité si le vecteur de Gauss devient grand. En effet, 'algorithme
4.5 donne la valeur numérique:

T=T+e, le] < ul7],
et I'algorithme 4.6 donne le renouvellement numérique

fl [(I—f'e;‘g) A} = (I—Te;‘g)A-i-E, |E| < 3u [|A| + 7] }a;ﬂ] +O(u2),

avec ag = (ag1,...,arq)". On voit que lerreur peut étre grande si 7 est grand
devant |A], d’ol1 la nécessité du pivotage avec la décomposition LU.

On termine avec quelques remarques utiles. Soit

M = Mk A ]\417
ou
M; =1, — T(i)e?
avec
T(i) = (O, ceey —li+171‘, ceey —an)T

On voit que M est triangulaire inférieure. En pratique il est utile de conserver
M en facteurs pour économiser la mémoire si k < n; par exemple,

1 0
[_7-(1)7 7—(2)} = | lar I | k=2
lnl ln2

Cette représentation de M équivaut a emmagasiner les k premieres colonnes de
M=t =M7' - M du fait que

Mi_1 =1+ T(i)eiT

et eJTT(i) =0 pour j < i. Alors
J\f_1 = (I—f—T(l)e,{) . (I—FT(k)eg) =1+ ZT(Z)e;T

Presque tous les algorithmes qui emploient la transformation de Gauss, ex-
ploitent cette propriété.

Exercice 4.3



4.3. TRANSFORMATIONS DE GAUSS 41

(a) Soit une transformation de Gauss My = I — e} . Montrer que

M;lzl—l—ae{.

(b) Trouver une transformation de Gauss M telle que
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Chapitre 5

Elimination gaussienne

5.1 Décomposition LU
5.2 Analyse de l’erreur

5.3 Pivotage

Soit A € R™*"™ réguliere. I’élimination gaussienne simple fait la décomposition
LU de A, L triangulaire inférieure avec l;; = 1 et U triangulaire supérieure. On
a

M1 MM A=U,

A=M "Myt ML U = LU.

Alors
Ux = Mn,1 tee MQMlb

et x est obtenu par substitution avant, Ly = b, (v. G-VL, l'algorithme 4.1-1) et
substitution arriere, Uz = y (v. G-VL, lalgorithme 4.1-2).
L’analyse de l'erreur rétrograde donne

LU=A+E, (A+E)i=0b,
ol
|E| < nu[3|A| +5|L||U|] 4+ O (u?).

Si un pivot est petit, |E| peut étre grande en norme et l'erreur peut étre grande.
L’algorithme 4.2-1 (v. G-VL) fait la décomposition LU sans pivotage en n®/3
flops.

L’élimination gaussienne avec pivotage total permute les colonnes et les lignes
de A pour mettre le pivot maximum en module dans le coin gauche supérieur

43
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a,(c];) de la matrice partielle & la k®™¢ étape. A la (n — 1)

la matrice triangulaire supérieure

ieme

étape, on obtient

My 1 Py1--- Mo Po My P AL - - - 10, = U.
Ecrivons
P=P, 1 P, O=10 -1,

et posons
L=P(M, 1P, 1---MyP,MP;)"".

On peut voir que L est triangulaire inférieure avec l;; = 1 et PAIl = LU.

Le systeme Az = b devient donc
(PAI)(IT'z) = LU(IT 'x) = Pb

qu’on résout au moyen des étapes suivantes:

Ly = Pb produit y par subsitution avant,
Uz = y produit z par subsitution arriere,
x =1lz.

L’analyse de I’erreur rétrograde donne
(A+ E)z =,
ou A
|EB| < nu{3|A| +5PT|L||UT"} + O (u?).

Puisque |1;;] < 1, alors HEHOO < n. Il est évident que HﬁTHoo =1let ||ﬁT||oo =1
Alors R
[Elloe < nu{3|[Allc +5n/|U]lcc} + O (u?).

L’algorithme 4.4-1 (v. G-VL) fait la décomposition LU avec pivotage complet
en n3/3 flops et n®/3 comparaisons.

Un analyse de la stabilité de 1’élimination gaussienne fait intervenir le facteur de
croissance

~(k
p = max |a§j)|
ik [[Allo”
ou
AR = My Py - My PLATL - - - 11,
Alors

[Elso < 8n°p||Allcu+ O (u?).

Le facteur n® est trés pessimiste; en pratique on peut prendre p ~ 10. Donc
I’éliminatation gaussienne avec pivotage complet est stable, c’est-a-dire

(A+E)i=b+e, Bl < ullAlloo; [lefloc < ullbllco-
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L’élimination gaussienne avec pivotage partiel permute les lignes seulement; donc
II; = I et Il = I. Elle donne donc la matrice triangulaire supérieure

M, 1Py,_1---MPLA="U.
Si ’on écrit
P=P, 1P, L=PMy 1P, y---MPLy)"",

on a
PA=LU.

On résout Az = b sous la forme PAx = Pb:

Ly = Pb, xz=Uy.
L’algorithme 4.4-2 (v. G.VL) fait la décomposition LU avec pivotage partiel en
n?3/3 flops et O (n2) comparaisons.

Il existe des exemples farfelus avec pivotage partiel ou le facteur de croissance
p ~ 2". Mais en pratique, p a le méme ordre de croissance avec pivotage partiel
qu’avec pivotage complet. Le pivotage partiel est donc une méthode fiable.

5.4 Affinage de la solution

Si 'on résout Az = b par Gauss avec pivotage, la solution numérique Z satisfait
le systeme perturbé

(A+E)i =b, 1] >4,

ou
[Elloe < 8n°p||Allsou+ O (u?).

Par le théoreme 2.2, si |[E|| < §|| A4 et || E| |A7Y| = < 1, alors
o —all _ 20n(4)

[E/

donc .
o = oo

B~ hso(A)
[l ]| ~
parce que 2/(1 —r) = 1. Alors
16— Alloe = |1 E#lloc = 57| Alloolzlloc
et sl koo (A) 22 59,
|2 — 2l
12| oo
Conclusions probables: si & est la solution obtenue par 1’élimination gaussi-
enne, on peut dire que

=~ It
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Table 5.1: Effet des erreurs de chute pour ’élimination gaussienne avec pivotage
partiel.

o [2=]lo 1b—=AZ| o

Bt & T2 Tl TATlole
0 3 211 317 5102 2.0x10°7
10 4 198  —2975  8x10-% 1.5x 104
10 5 20019 -3.0032 1x10-3 2.1 x 10~
10 6 200025 —3.00094 3x10~% 4.2x10-7

(a) le résidu b — Az est petit, et
(b) & a s décimales correctes, ou
107° = B koo (A),

c’est-a-dire
s = logy, ﬁt - 10g10(’foo(A))-

Exemple. Soit le systeme Ax = b et la solution exacte z:

0.986 0.059 x1 | | 0.235 . 2

0.409 0.237 zo | | 0.107 |’ T =3
Le conditionnement ro(A) =~ 700. La table suivante résume effet des erreurs
de chute de I’élimination gaussienne avec pivotage partiel. Les résultats obtenus
confirment les conclusions probables (a) et (b).

On affine la solution par I'itération suivante ou I’on calcule le résidu r = b— Ax

en précision double (avec 2¢ chiffres).

Soit z la solution de LUz = b avec t chiffres. Alors, on répete 'algorithme
suivant:

r = b— Az, 2t chiffres
Résoudre Ly = r, t chiffres
Résoudre Uz = vy, t chiffres
r = T+ 2z, t chiffres

On remarque I'emploi de A et non de décomposition LU dans le calcul du résidu
en précision double. En effet, L et U contiennent des erreurs. Le cout de
I’algorithme est de I'ordre de O (n2) ce qui se compare bien avec le colit de la

décomposition LU initiale qui est de 'ordre de O (n3)

Exemple 5.1 Soit 3 = 10 et t = 3. On affine la solution du systéme de
l'exemple précédent:

0.986 0.059 1 | | 0.235 _— 2
0.409 0.237 xo | | 0107 |’ =3
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ot on a indiqué la solution exacte. L’algorithme d’affinage donne:
4= 2.11 1.99 2.00
T =317 |7 | =299 |7 | =3.00 |-
On fait le raisonnement heuristique suivant. Soit le conditionnement de A,

Koo(A) =~ (P en base §. Alors, apres k affinages, le nombre approximatif de
chiffres corrects dans la solution x sera

min{t, k(t — q)}.

Sit— g <0, on ne s’attend pas a une amélioration de la solution.
On remarque que l'algorithme d’affinage dépend de la précision de la machine.
De plus, il faut garder une copie de A en mémoire.

Exercice 5.1

(a) Soit 8 =10, t =2 et 'on tronque. Résoudre

%)z [

au moyen de I’élimination gaussienne avec pivotage partiel et affiner la
solution une fois.
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Chapitre 6

Systemes particuliers

6.1 Décompositions LDM' et LDL”

On réarrange la décomposition LU en décomposition LDM7T ot L et M sont
triangulaires inférieures et D est diagonale.

Théoréme 6.1 Soit A € R"*"™. Si tous les mineurs principaur de A sont non
nuls, alors

A=LDMT”,

ol
ly =1, my; = 1,

L et M sont triangulaires inférieures et D est diagonale. De plus, L, M et D
sont uniques.

Démonstration. Etant donné la décomposition LU de A, on a
A=LU =:LD(D™'U) =: LDMT,
ou D = diag(u;;) et M = (D_lU)T. O

Remarque 6.1 Soit Az =b. Si L, D, MT sont connues, alors

Ly = b, n?/2 flops,
Dz = vy, n flops,
MTz = =z n?/2 flops.

Algorithme 6.1 Soit A € R"™"; lalgorithme calcule L, D, M7T; l;;,i > j, et
mi;,1 < j, renouvellent a;;. L’algorithme s’arréte si la décomposition n’existe
pas.

Pourk=1,...,n
Pourp=1,....,k—1

49
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Tp = dpQpk
Wp 1= Appd)p
di = agg — Z];;i AppTp
Sid, =0
alors
sortir
sinon
Pouri=k+1,....,n

Qi = (aik — Z’;;I aiprp) /dk
ap; 1= (aki - Zg;} wpapi) /d;C O
L’algorithme requiert n3/3 flops. O
L’analyse de l'erreur rétrograde donne:
(A+ E)& =,
|E| < nu[3|A| + 5|L| |D| M| + O (u?).
En pratique, on pivote pour borner L: PA=LDMT,

Exemple 6.1

10 20 30 1 00 10 0 0 1 2 3
A=120 45 80 | =21 0 0 5 0 0 1 4
30 80 171 3 4 1 0 0 1 0 0 1

Notre but, en fait, est de considérer les matrices symétriques, AT = A.

Théoréme 6.2 Soit A régulicre et symétrique et sa décomposition A = LDMT,
alors M = L et
A=LDLT.

Démonstration. Considérons les identités matricielles:
M7AM™T = M'LDMT"M~T = M~LD.

Puisque le premier membre est symétrique et le troisieme est triangulaire inférieur,
il s’ensuit que les trois membres sont diagonaux.

Puisque D est régulicre, alors M 'L est diagonale, et puisque M 'L est tri-
angulaire inférieure avec les éléments de la diagonale = 1, alors M 'L = I,
c’est-a-dire M = L. O

Algorithme 6.2 Soit A € R™*"™ symétrique; l’algorithme calcule L et D; 1;;,7 >
J, renouvellent a;j. L’algorithme s’arréte si la décomposition n’existe pas.

Pourk=1,...,n
Pourp=1,....,k—1
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Tp = dpQpk
di = apk — You_| QkpTyp
Sidr =0
alors
sortir
sinon
Pouri=k+1,...,n

Qi = (aik — ZI;;% aiprp) /dk O

L’algorithme requiert n3/6 flops.

6.2 Systemes définis positifs

Définition 6.1 Une matrice A € R™ " est définie positive si o7 Az > 0,V #
0.

Théoréme 6.3 Soit A définie positive, alors A admet la décomposition LDM™T
ou les d; > 0.

Démonstration. Toutes les sous-matrices principales sont définies positives
et donc régulieres. Par le théoreme a la section précédente, on peut trouver
deux matrices triangulaires inférieures, L et M avec 1 sur la diagonale, et une
matrice diagonale D, telles que

A=LDM?".

Puisque
S = DMTLT triangulaire supérieure
= L7'AL™T  définie positive,
et
i = di,

alors

d; >0. O

Remarque 6.2 Méme si la décomposition LDM7 existe, il n’est pas toujours
indiqué de la calculer; en effet, les facteurs pourraient étre tres grands. Par
exemple, pour

A:[ € m], m>e>0,
—m €

e )| A [Eg)

-mfe 1 0 e+m?/e
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Puisque m/e > 1, il serait bon de pivoter ici, quitte & perdre le caractere défini
positif de A.
On vérifie facilement que A est définie positive:

eTAr =¢€|jz||3>0  Vz #0.

Le théreme qui suit donne une indication sur la croissance possible des éléments
de la décomposition LDM™T.

Théoréme 6.4 Soit A € R™*™ définie positive. Notons respectivement
T:=(A+ AT))2, S:=(A-AT)/2,
les parties symétrique et antisymétrique de A. Si
A=LDM"
alors
HEHDEMT | [ F < o [IT]2+ [|ST7S],] -
Démonstration. Voir Golub-Van Loan (1979).

Remarque 6.3 Puisque || T||2 < ||A||2, on voit qu’on peut sans crainte éviter
de pivoter si le facteur
ST-1S
o IST1S]ls
1Al

n’est pas trop grand; c’est-a-dire quand la norme de S est petite devant le
conditionnement de 7. Ceci est toujours le cas quand A est symétrique et
définie positive; on a alors la décomposition de Cholesky: A = GGT.

Théoréme 6.5 Soit A = AT définie positive. Alors il existe une matrice trian-
gulaire inférieure G avec g; > 0 et telle que

A=GG"T.

Démonstration. Par le théoreme précédent, on a
A=LDL", d; > 0.

Alors
G = LD'/?

est triangulaire inférieure et

A=GGT. O
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Remarque 6.4 On voit que
2 =2
A

est définie positive puisque les valeurs propres \; = 1, Ay = 6 sont positives. On

lan]les]h al

Pour obtenir G on compare les composantes des deux membres de A = GGT:

k
Qi = Z GipGkps i>k.
p=1

Si on réarrange cette expression, on obtient:

k—1
gik = (aik - Zgipgkp> /gkk, i >k,
p=1
b1 1/2
gkk = (akk - Zw@) :
p=1

Algorithme 6.3 (Cholesky-colonne) Soit AT = A € R"*" définie positive.
On calcule G triangulaire inférieure telle que A = GGT et gi; (i > j) remplace
Q.

Pourk=1,2,...,n,

1/2
k—1 o
gk = (akk =D o1 %p)

Pouri=k+1,...,n,
k—1
Qi = (aik DI aipakp> /akk O
L’algorithme requiert n3/6 flops.
Wilkinson a démontré que la solution numérique & de Az = b obtenue au

moyen de la décomposition A = GGT et de la résolution de Gy = b et de
GTx =y, satisfait:

(A+E)z =05,  [El2 < coullAll2,
ou ¢, est une petite constante dépendant de la dimension n. De plus, si
gnul|Af2 A7 2 < 1,

ol ¢, est une autre petite constante, on peut compléter la décomposition de
Cholesky sans qu’on prenne la racine carrée de nombres négatifs.
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Exemple 6.2 Appliquons lalgorithme précédent a la matrice définie positive:

100 15 .01
A= 15 23 .01
.01 .01 1.00

Si 3 =10, t =2 et l'on arrondit, alors

g1 = 10, g21 = 1.5, g31 = 0.001, g22 = 0.00.
L’algorithme s’arréte au calcul de gsz.

Exercice 6.1

(a) Soient o € R, v, w € R" ! et B € R(~Ux(=1)_gj

a w’
Sty

est définie positive, montrer que B — vw’ /a est aussi définie positive.
(b) Soit A € R™*™ symétrique et définie positive. Montrer que
|aij| < (ai +a55)/2, i # ],

et
|aij| < /aia;.

(c) Soit la matrice A+iB € C™*™ hermitienne et définie positive. Montrer que

-4 73]

est définie positive

(d) Monter I'unicité de la décomposition de Cholesky d’une matrice symétrique
et définie positive.

(e) Montrer que la matrice suivante n’est pas définie positive:

36 30 18
A=1] 30 41 23
18 23 12

6.3 Systemes symétriques indéfinis



Chapitre 7

Systemes surdéterminés

7.1 Le probleme mathématique des moindres car-
rés
Soit A € R™*™ m >n, et b € R". Le systeme surdéterminé
Az =1b (7.1)
n’admet pas de solution exacte si
b¢ R(A) :=lin{ay,...,a,} CR".
Le probleme des moindres carrés consiste a trouver un x tel que le mininum
InminHA:c—bHQ (7.2)
est atteint.
Trois procédés de résolution de ce probleme viennent a l’esprit.
(i) On verra que (7.2) est équivalent &
AT Az = ATD (7.3)
qu’on appelle équations normales. On remarque que
ATA>0 et rgATA=1rgA<n. (7.4)

Sirg A =n, alors ATA > 0, et on a la décompositon de Cholesky AT A =
GGT,G triangulaire inférieure. On résout (7.3) par substitutions avant
puis arriere:

Gy = ATb, Glz =y.

95
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(ii) Dans la norme 2, si @ est orthogonale: Q € R™*™ QTQ = I,,,, alors
1QT Az — QTb||2 = [| Az — bl

Si I'on choisit @ telle que
QTA=R

soit triangulaire supérieure, A se décompose selon Householder ou Givens:
A=QR.
Si rg A = n, on peut résoudre pour x par substitution arriere:

Rz = QTb.

(iii) Si rg A < n < m, on emploie la décomposition QR avec pivotage sur les
colonnes, ou la décomposition en valeurs singuliéres:

A=UxVT, UsvTaz =, y=VTz, Yy =UTb.

Tableau 7.1. Méthodes de résolution du probéme des moindres carrés (m > n)

Algorithme Nombre de flops
Equations normales an2 + %
Orthogonalisation de Householder mn? — %3
Gram—Schmidt modifié mn?
Orthogonalisation de Givens 2mn? — 2n3
Biorthogonalisation de Householder 2mn? — 2n?
R-biorthogonalisation mn? +n?
Décomposition en valeurs singulieres de Golub-Reinsch 2mn? + 4n?
Décomposition en valeurs singulieres de Chan mn? + %n?’

Théoréme 7.1 Soit l’ensemble minimisant des moindres carrés

X ={z e R"; ||Az — b||2 = min}, (7.5)
alors
(1) reX < AT(b—- Azx) =0 (éq. normales);
(2) X est convexe, c’est-a-dire, si x1,x2 € X, alors
ar; + (1 —a)ze € X,Va,0 < a < 1
(3) lélément xme € X tel que ||Tmell2 = min est unique;
(4) X ={am} <= rgAd=n.

Démonstration. On démontre les énoncés (1) a (4).

L’énoncé (1) suit facilement de la démonstration du prochain théoréme 7.2 qui
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emploie la décomposition de A selon les valeurs singulieres, comme on dira au
corollaire 7.1 qui suit le théoreme 7.2. On a ’habitude de montrer que x € X =
AT (b — Ax) = 0 en prenant le gradient de la fonction

f(z) = || Az — b||3 = [Az — b)T[Az — b] = 2T AT Az — 227 AT + b7b.

Si ’on pose
S =ATA = (si5) = (s50),

alors

f(x) = z": Sij LTy — 22": zm: ai;b;x; + const.
j=1i=1

i,7=1

Du fait que s;; = 553, la k®me composante du gradient de f au point z est

8f n m
= =2 ;=2 agbi.

Puisque le gradient s’annule & un minimum, tout = qui minimise f satisfait les

équations
n m
E Skjlj = E aikbi, k= 1,2,...,?7,,
j=1 i=1

c’est-a-dire
AT(Az —b) = 0.

Si rg A = n, la réciproque, <, suit facilement du fait que
Q(z) = [|Az — b]|3
est une forme quadratique non dégénérée; alors x minimise Q(x) ssi
0:Q(z) = 2AT (b — Az) = 0.
Pour (2) on vérifie que X est convexe. Soient x1,z2 € X et 0 < o < 1. Alors

[Alaz: + (1 = a)x2] — b2

IN

allAzy —bl|2 + (1 — @)||Aze — 1|2
= min ||Az — bl|2;
il s’ensuit que
ary + (1 —a)zg € X.

Pour (3), on sait que 0 ¢ X et que X est convexe. Donc le point z,. € X le
plus pres de 'origine est unique; sinon les points d’un segment de droite serait
tous a distance ||m|| de Porigine, ce qui est impossible parce que le segment de
droite serait alors un arc de cercle.

Pour (4) on montre d’abord I'implication <. On sait que

rg A =n<=rg AT A =n;
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Q

r=b- AXmpe

R(A)
0 AX P

mc

Figure 7.1: Le vecteur OP = Az est la projection orthogonale de b = O@ sur
R(A). Le point P est ’élément de R(A) le plus prés du point Q). L’angle 6 est
donné par la relation sin 8 = (pme)/||b]|2 0l pmec = ||7|l2 = ||b — AZmc]|2-

alors la solution de
AT Ax = a™b

est unique.
D’autre part 2, unique = la solution de A7 Az = a”'b est unique = rg AT A =
n. [

Définition 7.1 On appelle respectivement le résidu la différence
r=>b— Az, (7.6)
les équations normales le systéme symétrique
AT Az = ATh (7.7)
et la somme des moindres carrés la norme
Pre = [[AZme — bIJ3. (7.8)

La décomposition en valeurs singulieres donne une vue pénétrante du probleme
des moindres carrés.

Théoréme 7.2 Soient A € R™*™ m > n, etr =rg A. Considérons la décomposition
en valeurs singulieres de A:

T
A= " =UnV"
i=1
donnée par les matrices orthogonales
U=lu1,...,upn] € R™™  V =1v,...,v,] € R®*"

Soit
|Azme — bll2 = pme = min.
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Alors .
Th
Lme = Z <Ul_ >’Ui
=1 \ i
et
i 2
Poc = (ulb)".
i=r+1

Démonstration. Soit z € R™ et posons o = V'x; alors

| Az — b2 |UTAVV T2 — U
= |zvTz—uT|,

T m

= > (- Y (ufe)”

=1 i=r+1

On minimise le 2° membre en prenant

uin
Qy = ;

i

alors
m

Pre= Y (ulD)”.

1=r+1

La solution # = Va satisfait ||z||3 = min si Pon prend a1 = a2 = ...

ay, = 0; en effet |allo = ||[VT 2|2 = ||z||2 parce que V est orthogonale. [

Corollaire 7.1 On démontre la partie (1) du théoréme 7.1 au moyen de

décomposition de AT A en valeurs singuliéres.

Démonstration. La démonstration découle des implications suivantes:
AT Az — AT =0,
vyTuTusvie —vETUTh =0,
YIyvTe —xTuTh =0, (on a appliqué V1 a gauche) ,
Yo -2TuTy =0, (a=VTz),
Uiai—u;?rb:O, i=1,...,7
||Az — b||2 = min.

On peut aussi remonter de la derniere a la premiere relation. [

59

(7.9)

(7.10)

la

On récapitule les résultats précédents au moyen de 'inverse généralisée ou

pseudo-inverse de A, notée AT,
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Soient A € R™*™ m > n, de rang r et les matrices orthogonales
U=[ul,...,un] € R™™  V=v,...,v,] € R®"

qui donnent la décomposition en valeurs singulieres de A:
ks
A= Z aiuiviT =UxvT,
i=1

ou X € Rm*"™,

Définition 7.2 L’inverse généralisée de A est la matrice AT € R™™ définie
par l’expression:

At =vytuT, (7.11)

o 11 1
YT = diag <—,—,...,—,o,...,o> € R™™, (7.12)

01 09 Oy

Théoréme 7.3 Soit AT linverse généralisé de A et rg A =r. Alors la solution
du probléeme des moindres carrés est

Tme = ATD (7.13)

et
pme = || (I — AAT) b], . (7.14)

Démonstration. Par le théoreme précédent, on a

At = VStUTh = Z (“in> vi=2z
k3 mc

‘ g;
=1
De plus,
I—AAT =1, —UxvTyvxtu”T
=1, - Uxxtu”
_01 0 0 1/0’1 0 0
_[ITO}_UO.OO 0o . 0 0
0 In—r 0 - o 0 0 - 1/o, 0
L 0 0 Om—r O 0 Om—r
[ o I, 0 .
‘[ Im_r}‘U 0 om_r]U

UT
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Alors
o 0
_AAN)p = T
(I AA)b U_ijir U'b
C 0
ul'b
7 ul'h
_ U 0 0 2 U TO :
0 Im—r : Uy 1b
L upb
donc
o0 711 o0 7112
0 0
—_— + f— p—
H(I 44 )bHQ v ug b ug b
L uﬁb 1l L uﬁb 1l
_ S Ti\2 _ 2
- Z (uz b) = Pmec- U
1=r+1

On considére maintenant la question de la stabilité du probléme des moindres
carrés. On énonce, sans démonstration, un théoréme sur la perturbation de A™.

Théoréme 7.4 Soient A,0A € R™*™. Alors
2
|KA+5Aw<_A+m7gmwAmumm{HAﬂ@,WA+ﬁAﬁHQ}. (7.15)
Démonstration. Voir Weddon ou Stewart.
Remarque 7.1 L’inégalité (7.15) généralise I'inégalité de Banach pour A réguliere:
[(A+6A)"" — A7 < [I6A] [|A7H]| [J(A+354)71.

Mais le second membre de (7.15) ne tend pas nécessairement vers zéro quand
18A]|F — 0.

Exemple 7.1 Soient

A: y 6A:

OO =
o O O
o O O
o O
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alors
1 0 0
- + +7rT __
A=%, At =VStU _{0 0 0]’
10 1 0 0
A+6A=|0 € | =Satsa), (A"‘(SA)JF:[O 1/e O]’
0 0
0 0 O
+_ o4t = =
[(A+54)" — A HQ—H[O 1/e 0] T e

Pour simplifier le théoréme suivant, on suppose dans la suite que A et A+J0A
sont de rang plein:
rg A=rg(A+J5A) =n (< m).

On généralise la notion de conditionnement d’une matrice:
k(A) = ||A| |ATl, AeR™X" (7.16)
Dans le cas particulier de la norme 2,
ko(A) = 01(A) /0. (A), r =rg(A).

On présente maintenant un second théoreme de stabilité sur la solution du
probleme des moindres carrés.

Théoréme 7.5 Siz, r, T et satisfont
||Az — bl|2 = min, r=>b— Ax,

I(A+06A)E — (b+6b)||2 = min, 7= (b+8b) — (A + A,

ou
A, A e R™ ™ m>n,b,6be R™, b #0;
si, de plus,
1642 |I5b||2} on(A) 1
€ = max , < =
{ [All2 "~ llo]l2 o1(A)  r2(A)
et P
sinf = -5 £ 1,
16112
alors
2 — (2 2ka(A) 2 2
e e - i
e €\ cosd + k2(A)* tan6 3 + O (), (7.17)
et )
II7 = rll2 < €[l + 2k2(A)| min{1,m — n} + O (¢*) (7.18)
bl — ’ ’ ' '

Démonstration. Voir Golub—Van Loan.
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Remarque 7.2 Le second membre de (7.17) contient le terme ko(A)? tan 6; si
0 # 0, la stabilité de zy,. dépend du carré de ko(A).
Mais la stabilité de r ne dépend que de la 1**® puissance de xz(A).

Exemple 7.2 Soient 8 =10, t = 4 et considérons

1 0 0 o0 1 0
A=10 1078 |, sA=]0 0 , b=101|, =10
0 0 0 1078 1 0
On voit que
o] 7= Lamas ; !
T = , = 4}, r= 0|, 7~ | 09999 x 1072
0 0.9999 x 10 1 09999 x 10°
Puisque ka(A) = 106 et
. Pmc 1 ™
sinf = =—=0=—=tanf =1,
[bll2 V2 4

il s’ensuit que

[16(A) 2
[1Al2

12 — 2l2
]2

~0.9999 x 10* < x2(A) =102 x 1078 = 10*

et

|7 =72
(1012

On donne les calculs en détail.

. |1 0 r, |1
ata=| g e oAt ],

R e R e b

. (1 0 o . 0
(A+34)" (A+04) = [ 0 1076 108} 0 0 ] 0 10 12 4 1016 }
1
0
1

5(A
~ 0.707 x 1072 < 2ky(A) ” |(A|)”2 =2x10x1078=2x 1072
2

0 10°°
L]

1 0 @] 1 Loaa 1
0 10712410716 o |~ | 1078 2100999 x 10* |°
10-® 10t
10-12(14+10-4)  1+40.000 1

108}

O =
—
3
[

(A+64)T(b+0) = [

= 0.000 900 010 00 x 10* =~ 0.999 9 x 10%.
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Au 2™ dénominateur on fait 1+ 0.000 1 = 1.000 1 avec t =5 !!!

1 1 0 M1 1 1 0
r=b—Azx=|0|—-|0 106 o | = Ol =10 (=1]0/{,
1 0o o | 1] |o 1
1 [ 1 0 1
o= b—(A+dA)i~| 0| -] 0 10 y
1 i 0 10-8 | 0.999 9 x 10
1 1 1
7 0 —10999x10"2 | ~ | —0.9999 x 102
1 0.9999 x 10~* 0.999 9 x 10°

Ici 1.000 0 — 0.000 099 99 = 0.999 900 01 ~ 0.999 9.

1 0 0
A= [ 0 10 0 ] , k2(A) = [[A]l2 [AT]2 =1 x 10° = 10°.

R 0 1
|2 — 2|2 = H{ 0.999 9 x 101 } =0.9999 x 10, ||z|]2 = H{ 0 } =1
: 2 2
S E=le 999 9 x 100,
[[%]]2
[9al2 1 1078 4
Ko (A)? =102 x —— =10%,
([ All2 1
0
|# =7l =|| —0.9999 x 10~2 ~ /104 +10-4 =~ 0.707 0 x 1072
0.000 1

2
On applique le théoreme précédent & I’équation normale A7 Az = ATb.

Algorithme 7.1 Soit A € R™*", rg(A) = n < m et b € R™. L’algorithme
calcule Ty tel que ||Azpme — bll2 = min.

C:=ATA

d:=ATh

C =GGT (Décomposition de Cholesky)
Résoudre:

Gy=d (Algorithme 4.1-1)

et

Gle =y (Algorithme 4.1-2) O

L’algorithme requiert %z(m + %) flops.

Remarque 7.3 ATA > 0 ssirg A =n.
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Remarque 7.4 Si C et d sont sans erreur,

(ATA+ E)i = ATb, |E|l2 ~ ul| AT A,

12 = Zmellz ~ ukg (AT A) = ury(A)?,
|Zmell2
en accord avec le théoreme précédent. Mais si

Pmec = ||Axmc - b||2 ~ 07

alors la méthode des équations normales peut introduire une erreur plus forte

que celle escomptée.

Exemple 7.3 Soient

1 1 2
A= 1073 0 , b= | 1073
0 1073 1073
En arithmétique exacte les équations normales AT Ax = ATb := d donnent
1+10°° 1 x| [ 24107° N |1
1 141076 | | 2o |~ | 241076 Pme =1 g
et pme = 0.
Avec B =10,t =6 et calculs tronqués,
1+10-° 1 1 1
T A _ ~
AA_[ 1 1+106}”[11}
qui est singuliere du fait que 1.000 001 ~ 1.000 00.
Mais avec 8 =10, t =7 et calculs tronqués, on a

[ 2.000 001 ] N [ 2.000 001 ]
= T= 0 .

1.000 001 1 x|
= | 2.000 001

1 1.000 001 T2

On obtient le méme résultat par la décomposition de Cholesky avec t = 7:

g11 = v1.000 001 ~ 1.000 000

g21 = az1/g11 =1

g22 = £/ Q22 — g%l =V 1076 = 1073,

ce qui donne pour Gy =d et GTx = y:

yi 1 [ 2.000 001
Y2 0 ’

0

Z2

5[]
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Or
1.4142 0
A=U 0  0.0010 | VT = | All2 = 1.4142,
0 0
1/1.44142 0 0
+ _ + _ 3
At =V 0 08 o0 | U = ATz = 10°.
Alors
Kka(A) = 1.4142 x 10°.
Enfin
t— Tme v/1.000 0012 + 12
[# = Zmell2 _ L~ 1.000 000 & ura(A)?
[#mell2 V2
ot

urz(A)? =~ 10177 x 2 x 105 = 2 x 10°.

Ce résultat numérique illustre la remarque précédente.

Exercice 7.1

(a) Soit z € X, ot X est 'ensemble minimisant de || Az —b||. Montrer au moyen

de l’identité
|A(z + aw) — b||2 = || Az — b||2 + 20w AT (Az — b) + o2 Aw||,

que
AT Az = AT,

(b) Soit la fonction ¢ : R™ — R définie par
o) = 314z — b},
Montrer que le gradient Vo(z) est
Vo(z) = AT (Az —b).

(c) Soit A€ R™*™ et rg A =n. Si|E|2]|A"|2 < 1, montrer que

rg(A+ E) =n.
(d) Soient
1 2 1
A=13 4], b=]|1
5 6 1

Résoudre le probléme des moindres carrés pour Az = b au moyen des

équations normales.
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7.2 Orthogonalisations de Householder et de Gram—
Schmidt

Soient A € R™*"™, m > n et b € R™. Sil’on a calculé la matrice orthogonale
Q € R™*"™ de la décomposition QR de A:

R n
QTA—R—|:01:| o

—-—n

ol R est triangulaire supérieure, et si

T C n
Qb= { d } m—n,
alors
2 n
Az —bll5 = [|Q" Az — Q"b||, = |Riz — cll5 + [|d]l5 Vz e R™

Si
rg(A) = rg(R1) = n,

le vecteur minimisant x, est solution du systeme
Rlxmc =cC

et le résidu est
Pme = ||d]|2.

Conclusion. Le probléme des moindres carrés de rang plein se résout facilement
si ’on connait la décomposition QR de A:

A=QR.

On obtient la décomposition QR au moyen de réflexions de Householder. 11 suffit
de considérer un petit exemple: m = 6,n = 5. Supposons qu’on ait déja calculé
les matrices de Householder P; et P> telles que

PP A=

O OO OO N
S OO O X X
R S S
E I T I A
Fa e T B A

On détermine la matrice de Householder P € R4*4 telle que

o
SRS
I
SO OR
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et on pose P3 = diag (IQ, 153). Alors,

PP, P A =

OO O OO
OO OO MW M
O OO M MM
S I I I
ST T I e

Dans le cas général, P, P,_1--- PLA = R est triangulaire supérieure; on obtient
A =QRen posant Q = Py - - - P,.

Algorithme 7.2 (Orthogonalisation de Householder) Soient A € R™*™ m >
n. L’algorithme produit la matrice orthogonale Q telle que QT A = R soit trian-
gulaire supérieure; R renouvelle A.

Pourk=1,...,n
Déterminer la matrice de Householder Py, d’ordre m — k + 1 telle que
Pk(akk, ceey amk)T = (’r’kk, 0, ceey O)T
A= diag (kal, Pk) A O

L’algorithme requiert n?(m — n/3) flops.

Remarque 7.5 On conserve () en facteurs; toute I'information associée a

~ T
P, = d1ag (Ik,l,Pk) =1, — Bkv(k) [U(k):|

se retrouve sous la forme

[ Ugl) T2 T3 T4 T15 |

vél) v§2) T23 T24 25 11 gl
’
A= ”él) U§2) Ugg) T34 T35 T22 52
: (1) (2) (3) (4) ) 33 | 3
Uy Uy Uy Uy T'45 r 6
o @ B @ 6 4 .
1}5 1}5 ’U5 1}5 1}5 55 65
I vél) vé2) ’UéB) vé4) véS)

Si 'on doit accumuler Q = P Ps - - - P,,, on fait

Q=1

Pour k =n,...,1
Q= PQ

L’accumulation requiert 2 [m?n — mn? +n3/3] flops.

Pour résoudre le probleme des moindres carrés, il suffit d’appliquer les Py sur b,
sans former @, en O(nm) flops:

Pour k=1,...,n
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Q= Pb
Ensuite pour obtenir z on fait la substitution arriere:

Xy = by /Ty,
Pouri=n-1,...,1

n
Ti = (bi = 2t aijwj) /7“1'

On a supposé que R est de la forme donnée plus haut. La solution du probleme
des moindres carrés de rang plein requiert en tout n?(m — n/3) flops. On peut
démontrer que la solution Z satisfait:

(A + 6A)2 — (b+ 6b)||2 = min,

oll
[6A]l2 < (6m — 3n +41)nul|A||p + O (u?)

et
|6b]|2 < (6m — 3n + 40)nulb]|2 + O (u?).

Remarque 7.6 La forte stabilité de Householder exige le double du nombre de
flops de la méthode des équations normales.

Remarque 7.7 La méthode de Householder pour le probleme des moindres
carrés s’arréte si rg A < n < m. On aura des difficultés si

ko(A) = 1/u;
mais c’est pire avec les équations normales ou la limite est

Exemple 7.4 Soient

11 2
A=]10% 0o |, b=]|1073
0 1078 103

Avec f=10,t =6 et l'arithmétique tronquée, Householder donne

[ 1.00000
1.000 00

xmc -

D’autre part, la matrice des équations normales est singuliére:

o [11
arasy ]

comme on a vu 4 la Section précédente.
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Probléme de la base orthonormée. Soient n vecteurs indépendants:
ai,...,a, € R™.

Trouver une base orthonormée de ’enveloppe linéaire de ces vecteurs.

Résolution. On emploie 'algorithme 7.2. En fait, si

A:[alu"'aan]:QRa Q:[q17"'7qm]7

alors, pour k=1,...,n,
k
ag = Z Tikdqi,
i=1
et par 'orthogonalité de @Q:
Tik = %Taka

c’est-a-dire
lin{ay,...,ar} =lin{q,...,qx}, k=1,2,....n;

en particulier,
R(A) =lin{q1,...,q.}. O

De plus la méthode de Householder produit une base orthonormée pour le
supplémentaire orthogonal de 'image de A:

RA)T =lin{qni1,-- -, qm}
Considérons maintenant les algorithmes de Gram—Schmidt pour obtenir une
base orthogonale.

L’algorithme de Gram—Schmidt classique (GSC). On suppose querg A =
n; alors ri, £ 0,k =1,...,n; on peut donc obtenir

1 k—1
9k = — | Ak — Tikdi | -
(D)

On voit que g est un vecteur unité parallele a

k—1
2k = Qg — E Sikqi;
i=1
pour que zj soit orthogonal & q1, ..., qx—1, c’est-a-dire

zi € [lin{q, ..., qk,l}]l,

on choisit
T .
Sik = ¢ Ok, i=1,....,k—1.
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Autrement dit, on fait

— — _P1
=a =
p1 15 q1 ”51”7
_ _ : __ P2
b2 = az Prqul a2, q2 = o210’
— 3 3 _ _P3
p3 =as — PrOJql as — PYOJqQGBa 43 = Tpall
— 3 3 — _Pp
Pn = Gp — PrOJqlan — = PrOanflan, qn = ||P:H .

Algorithme 7.3 (Algorithme GSC) L’algorithme produit les colonnes gy, et
r, resp. de Q et R:
Pourk=1,...,n
Sik = q ag (t=1,...,k—1)
k—1 k—1 .
Zk = Ak — Y SikGi (: ag — i, PrOquak)
1/2
ri= () (= Ilale)

@ = zi/Tik (= 21/l 2kl]2)
ik 1= Sik/T;gk, (i=1,...,k—1) |

Remarque 7.8 La méthode GSC ne produit pas une base orthonormée pour
R(A)T mais elle résout le probléme des moindres carrés par la décomposition:

A= Q1R17

ot @1 € R™*" Ry € R™" QT Q1 = I, et Ry est triangulaire supérieure.
En effet, de
(AT Az = ATD,

il vient
RTQTQ Rz = RTQTv = RTRyz = RTQTb = Rz = QTh.

Remarque 7.9 L’algorithme GSC est trés pauvre parce qu'’il cause une perte
importante de 'orthogonalité de la base {qi,qz2,...}. A la k'®™¢ étape, GSC
produit la k*™¢ colonne de @ et la k*™° colonne de R, g et 7.

Algorithme de Gram—Schmidt modifié. On peut stabiliser le GSC par
un simple réarrangement des calculs; on obtient alors l'algorithme de Gram-—
Schmidt modifié (GSM), qu’on peut décrire de la facon suivante: & la ki¢™e
étape on rend les vecteurs restants, ag, ..., a,, orthogonaux a qi_1, c’est-a-dire

p1 = ay, a1 = |lpa] "1,
Pk :ak—Proquak, k:2,3,...,n, go = ||p2|\*1p2,
pr = ar, — Proj,, ay, k=3,....n, g3 = |Ipsll~'ps,

Pk = ax — Projqn—lakv k=mn, an = ”pn”_lpn'

Autrement dit & la k®™° étape, GSM produit la k*™¢ colonne de Q et la k'®™¢
ligne de R, qi et r{.
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Pour dériver le GSM, on définit la matrice A®*):

N

—1 n
|:07 A(k)j| = A - QzT;‘F = Z Qi’r;'rv
i=1 i=k

-
Il

ott les matrices partielles 0 et A®*) ont resp. k — 1 et n — k + 1 colonnes. Si

A(k) — [Z,B], z € Rm,B c Rmx(nfk),
alors
ik = ||2[l2
et
qr = Z/Tkk
(Phykt1s- -+ Thn) = q¢ B.

Au pas suivant,
AR = B — qu(repg1s - Thn). O

Algorithme 7.4 (Gram—Schmidt modifié) Soit A € R™*" et rg A = n.
L’algorithme décompose A = Q1Ry; les colonnes de Q1 € R™*™ sont orthogo-
nales et Ry € R™™ est triangulaire supérieure. Q1 renouvelle A.
Pourk=1,...,n
1/2
ok = (3000 )
Pouri=1,...,m
ik = ik [Tk
Pourj=k+1,...,n
Thj =D i QikGi
Pouri=1,....m

Y
Qij 2= Qg5 — QipTrj O

L’algorithme requiert mn? flops.

Remarque 7.10 GSM s’adapte au probleme des moindres carrés; il est aussi
stable que Householder, mais un peu plus cotteux que ce dernier puisqu’il re-
nouvelle m — k vecteurs a la ki®™¢ étape. D’autre part, GSM est deux fois plus
efficace que Householder pour construire une base orthogonale de R(A) mais au
prix d’une stabilité inférieure. En effet, I’erreur rétrograde de GSM donne

Q?Ql =I+ Egsm; ||EgsmH2 ~ UHQ(A)v
alors que Householder donne
Q,{Ql =1+ Ehous; ||Ehous||2 ~ U.

On conclut que I’on peut employer GSM avec confiance pour résoudre le probleme
de la base orthonormée uniquement si les colonnes de A sont suffisamment
indépendantes.
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Exemple 7.5 Soit

1 1
A=110% 0 , ro(A) ~ 1.4 x 103
0 1073

Avec f=10,t =6 et l'arithmétique tronquée, GSM donne

1 0
[G1,¢2] = | 1073 —0.707107
0 0.707 107

7.3 Orthogonalisation de Givens

7.4 Méthode QR avec pivotage sur les colonnes

Soit A € R™*™. SirgA =r < n < m, alors dans la décomposition A =
QR, un des g = 0 et la méthode flanche lors de la substitution arriere pour
QT Az = QTb. D’autre part, le probléme des moindres carrés admet une
infinité de solutions si rg(A) < n. On pose les questions suivantes.

(1) Comment trouver une solution au probléme des moindres carrés?
(2) Comment trouver p?
(3) Comment faire les calculs alors que cond(A4) = +o00?

Le but de la décomposition QR est de former une base orthonormée {q1, q2, . .., g}
de 'image de A, R(A). En effet, si

R(A) = R(Qn), Q1 =lq1,q2,---, 4], rg(A) =,

alors
A=0Q,S, SeR™"

et
|Az = bl[2 = |Q15% — bl|2.

Toute solution x du systeme sous-déterminé
T

résout le probleme des moindres carrés. Mais si rg(A) < n, la factorisation QR
ne produit pas nécessairement une base orthonormée de R(A).

Exemple. Soit la décomposition QR de A:

A =[ay,a2,a3] = [q1, 92, q3]

SO =
o O =
— = =
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alors rg(A4) =2 et
R(A)lin{qi, g}, i # .

Heureusement, ’algorithme 7.2 de Householder avec pivotage sur les colonnes
donne une base orthonormée de R(A). L’algorithme modifié calcule

(7.19)

ATl = OR, R:[RH R12} T
m

0 0 —-r
r n—r

ourg(A) =rg(Ri1) =r <n <m, Q€ R™™ est orthogonale, R;; est triangu-
laire supérieure et Il est une permutation.

Si
ATl = [ag,, .- -, ac, ], Q=Ilq, --,qml,
alors pour k=1,...,n,0on a
min{r,k}
Qg = Z raeq; € in{q1,...,q-};
i=1
donc

R(A) =lin{qi,...,q}.

La décomposition (7.19) nous donne la solution du probléme des moindres carrés:

Az = bl = [[(Q7Am) (172) — Q7
= ||Ruy — (¢ — Ry22)|5 + ||dII3,
ou
weft]
z n-—r
et

QTb: [ d] n—r

Pour minimiser ||Az — b||2 on doit prendre

x=1I { Ryj' (e = Riz2) ] .
z

Si z =0, on a la solution dite fondamentale

-1
xf_H|:R1010:|.
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Du fait que ¢ a au plus r composantes non nulles, Az est une combinaison
d’au plus r colonnes de A.
On voit que 25 # Tme si Ri2 # 0; en effet,
—1
|Zmell2 = min |lzf — [ Ry Fas ]z

zeRn—T _Infr

2

On peut montrer, a partir de cette caractérisation de ., que

.
v < R Rl
2

Les matrices @ et II de la décomposition (7.19),

Q:QlQQ"'QT; H:H1H2"'H’r‘;

s’obtiennent de la facon qui suit:

Supposons que pour k on ait déja calculé

(Qkfl Ql)A(Hl "'kal) — R(kfl)
_ | RV ORBTY k-1
0  RED | m—k+1"

k—1 n—k+1

< (k=1 . . -
olt Rgl ) est triangulaire supérieure. Notons

RE™ = o, o]

et définissons le plus petit indice p, k < p < n, par la stratégie

=i

o N 7.20
2 ) ) ’U’n, 2 ( )
Sik =rg(A)+ 1, le max = 0 et on a fini. Sinon, soit IT; la permutation des
colonnes p et k. On choisit une réflexion de Householder @ telle que dans le
produit

R — QkR(kfl)Hk

on ait
T(k)
k+1,k

*)

T'mk

c’est-a-dire Il place la plus grande colonne de Ré’;fl) en norme dans la 11¢
colonne et @) annule ses éléments sous la diagonale.
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Remarque 7.11 Les normes se calculent simplement: si Z est orthogonale,
@ 1
A B I P R R

Donc on requiert O(mn) flops au lieu de O (mn?).

Algorithme 7.5 (QR avec pivotage sur les colonnes) Soit A € R™*™. L’algorithme
calcule la décomposition AIl = QR définie par (*). La permutation Il = [ec,, ..., €, ]
est déterminée par la stratégie (**). L’élément ri; renouvelle a;; (i < j).

cj =] (G=1,...,n)
Vo= Nikay  (G=1,...,n)
Pourk=1,...,n
Choisir p (k< p <n) tel que yp = maxg<j<n V;-
Si Y; = 0
alors sortir
sinon
Echanger ci, et ¢y, i et yp pouri=1,...,m.

Déterminer Q. de Householder telle que

Akl *

- Qkt1,k 0
k . =

Amk 0

A = diag (Ik—17Qk> A
%::%_aij G=k+1,....,n) O

L’algorithme requiert 2mnr — r2(m + n) + 2r3/3 flops, ot 7 = rg(A). Comme
pour l’algorithme 7.2 de Householder, il est possible d’emmagasiner la matrice
orthogonale @) en facteurs dans la partie de A sous la diagonale .

Exemple 7.6 Soient =10 ,t=3 et

b

Il
e
= 00 Ut N
N O O W

L’application de l’algorithme 7.5 donne

—16.400 —-14.600 —1.820
0 0.816 —0.816
0 0 0’
0 0 0

H:[€3,€2,€1], R:
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et
—0.182 —0.816 0.514 0.191

0= —0.365 0.408 —-0.827  0.129
- 0.548 0 0.113 —-0.829
—-0.730  0.408 0.200  0.510

On vient de voir que la méthode QR avec pivotage sur les colonnes donne la
solution fondamentale xy et non la solution de norme 2 minimum zy.. Pour
obtenir cette derniere, il faut annuler Ry2 dans

QTAH: |: R(;l R62 :| mr_r , T:rg(A)
T n—r

Au moyen de réflexions de Householder, on obtient

RET 17 r
ZT”'ZQZl[R%Fg 10 n—r "’
ot T est triangulaire supérieure. Ce calcul requiert 72(n — r) flops s’il est bien
organisé.
Posons
Z =07y Z,;
alors
T 0 r
T _
QAZ = [ 0 0 ] m-—r

r n—r

On obtient enfin xy,.:

| Az — blI3

1Q"AZZ e - Q |,
[Tw — |3+ ||dl|3,

B w r ., | ¢ r
x_Z[y} n—r ' Qb_[d} m-—r

Donc, avec w =T ¢,

ou

-1
:vmczZ[TOc].

Définition 7.3 Soit A € R™*"™ et soient deux matrices orthogonales Q) €
R™*™ et 7 € R™™ telles que

(QTAZ)U, =0 Vi>rg(A),j>rgA).
On dit alors que
AT . T 0 r
B=Q Az = { 0 0| m—r
r n—r

est une décomposition orthogonale complete de A.
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On voit que, étant donnée une décomposition orthogonale compléte quelconque
de A, on obtient la solution de norme 2 minimum x,,. du probléme des moindres
carrés par la résolution d’un systeme linéaire carré et régulier.

7.5 Meéthode de la décomposition en valeurs sin-
gulieres
La décomposition selon les valeurs singulieres est une décomposition orthogonale

complete. Il faut recourir a cette derniere dans les cas ou I’algorithme 7.5 de la
décomposition QR ne détecte pas le rang exact de A.

7.6 Etalonnage et équilibrage des systemes et af-
finage des solutions
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8.1 Théorie de la perturbation
8.2 Meéthode de la puissance
8.3 Décomposition de Hessenberg et de Schur

8.4 Algorithme QR

8.5 Algorithme QZ et le probleme spectral généralisé

79



80CHAPITRE 8. PROBLEME SPECTRAL DES MATRICES NONSYMETRIQUES



Chapitre 9
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Méthodes de récurrence
pour les systemes linéaires

10.1 Méthodes de Jacobi et de Gauss—Seidel

10.2 Méthode du gradient conjugué
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Chapitre 11

Matrices tridiagonales

Travail de Nathalie Lowe, présenté a Rémi Vaillancourt le 20 décembre 1989
dans le cours MAT 4781.

11.1 Introduction

Les matrices tridiagonales jouent un réle important, autant en pratique qu’en
théorie; il est donc nécessaire de leur apporter un intérét particulier.

La forme compacte qu’offre la matrice tridiagonale améne une réduction im-
portante du nombre d’opérations arithmétiques lors du calcul des valeurs pro-
pres et des vecteurs propres, ainsi que pour la résolution du systeme d’équations
linéaires Az = b.

De plus, les matrices symétriques, que 'on retrouve en abondance dans des
applications en physique, mécanique, génie électrique etc., peuvent étre réduites
a une forme tridiagonale et la méthode la plus efficace pour trouver toutes
les valeurs propres d’une matrice symétrique avec ou sans les vecteurs pro-
pres associés est une combinaison de la tridiagonalisation de Householder et
de lalgorithme QR avec translation.

Avant de se pencher sur les problemes de la tridiagonalisation d’une matrice
symétrique, de trouver sa décomposition LU afin de résoudre le systéme Ax = b
et de calculer les valeurs propres, il faudrait définir ce que ’on entend par une
matrice tridiagonale.

Définition 11.1 Soit une matrice d’ordre n, A € R"*". A est dite tridiagonale
st les seuls éléments non nuls se trouvent sur la diagonale ou adjacents a la
diagonale, c¢’est-a-dire a;; =0, |i — j| > 1.
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Schématiquement A est de la forme:

11.2 Tridiagonalisation d’une matrice symétrique

On veut transformer une matrice symétrique en une matrice tridiagonale sans
modifier les valeurs propres et avoir des vecteurs propres equivalents entre les
deux matrices.

Il existe plusieurs méthodes qui permettent une telle tridiagonalisation mais
ici nous n’étudierons que celle de Householder. La méthode de Householder est
une suite de transformations orthogonales. Donc la matrice symétrique A; =
A € R™™ est réduite & la matrice tridiagonale (symétrique) A,,—; par n — 2
transformations orthogonales:

Ai+1:R-TA1‘PZ‘, i:l,...,n—2,

ou .
VU3 1
Pi =1 —lh; y hz = E’U;-T’Ui
viT = {O, ...,0, agl,i + sgn(a5217i)ai, aZ(QQ)i, az(':z&i e ag:))i}
et

) 2 ) 2 N 2
01-2 = (agu) + (%@2@) + ...+ (agly)i) .

Pour mieux voir ces transformations, on considere

T
o o a1 Cl
A_Al_[cl Ml]

ou oy = ayq; alors

|10 a; cf 1 0| _r
A2_[0 PfFHcl M ||o B | T0AR

ou l'on choisit Pl tel que Pchl = Bie1, é1 € R* L. Donc

o Bré] o S OT
/Blél PiTMpl :| = 601 a9 02

1a=|
C M2
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et
1 0 0 aq 61 0 1 0 0
A3 = 0 1 p 61 (65) Cg 0 1 9
O 0 PQT 0 (6] M2 O 0 P2

= P2TA2P2=P2TP1TA1P1P27

ou, en général, pour la i°™° transformation

I 0
Pi_[o 151-}

T = PL,PT....PIPIAPP,---P, »
= PTAP,

Enfin, nous avons

ou P est orthogonale puisqu’elle est le produit de matrices orthogonales.

Exemple 11.1 Soient la matrice symétrique et le vecteur:

2 3 4 5
A=13 4 2|, c1=[4].
4 2 3

Alors

07 = 9416 = 25, vlz[?’f]:[ﬂ
et 1 1

hlzivlTvlz§><SO:4O.
Donc
- 1 n_ [10 1 [64 327 [ -3/5 —4/5
Pl_IQ_h_l(““Jl)_{o 1]‘@[32 16]_[—4/5 3/5
1 0 0
P=|0 -3/5 —4/5
0 —4/5 3/5

et

M1 0 0 2 3 4 1 0 0

Ay = 0 —3/5 —4/5 3 4 2 0 —3/5 —4/5
| 0 —4/5  3/5 4 2 3 0 —4/5 3/5
[ 2 -5 0
= -5 132/25 26/25 | =T,
0 26/25 43/25

ou T est tridiagonale. [

87



88 CHAPITRE 11. MATRICES TRIDIAGONALES

~ On_peut modifier cette méthode en utilisant le fait bien important que
Py My, Py, est symétrique pour chaque k. Puisque Py est de la forme

~ 2
P.=1- T’U’UT, v#0e R,
vTv

posons
T

~ 2 - prw
P=—Mv et w=P — ——
Ty F vTy

;
alors on peut écrire
Py My Py, = My, — vw’ — wo”

oll v = v et, a la k'™ étape, nous avons la matrice

_ . 0
Ak = Pk,1 s PlApl B 'Pk,1 = ~ ~ C%ﬂ,lpk—}
| 0 Pr_ick—1 Pr_1Mp_1Px 1
i 0
B
= 61@*16,{ 9
i 0 Br_1e1 Mp_1— vw® — woT

ou B est tridiagonale.
Remarque 11.1 La matrice tridiagonale T" a les propriétés suivantes:

(a) T est symétrique:
77 = (PTAP)" = PTATP = PTAP =T;
(b) T admet les mémes valeurs propres que A:

det(T —XI) = det(PTAP — \I) = det(PT(A - AI)P)
det PT det(A — XI)det P = det(A — \I);

(c) Si z est un vecteur propre de T, alors Pz est un vecteur propre de A:
Tz =Mz, (PTAP)z = )z, A(Pz) = M(Pz);

(d) Si y* est une solution du systeme Ty = PTb, alors Py* est une solution de
Ax =b:

Ty* = PTp, PTAPy* = PT, A(Py*) =b.

Il existe donc une relation entre les vecteurs propres d’un matrice symétrique A
et ceux de la matrice tridiagonale T' obtenue par la méthode de Householder;
d’autre part les valeurs propres restent inchangées. Il existe aussi une relation
entre la solution du systéeme Az = b et celle du systeme Ty = P7b.

Si un probleme contient une matrice symétrique, nous n’avons qu’a tra-
vailler avec la matrice tridiagonale associée, et ensuite faire les transformations
nécessaires.

L’algorithme de la tridiagonalisation de Householder, tel que présenté par
J. H. Wilkinson, se retrouve a ’annexe A.
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11.3 Décomposition LU

Pour illustrer la simplicité de la décomposition LU d’une matrice tridiagonale,
considérons I'exemple:

2 4 0 0

4 5 —6 0

A= 0 -6 —4 -4

0 0 —4 2

La décomposition LU produit:

1 0 0 0 2 4 0 0
2 1 0 0 0 -3 -6 0
A=LU= 0 2 1 0 0 0 8 —4
0 0 -1/2 1 0 0 0 0

Remarquons que la co-diagonale supérieure de U est celle de A. On peut voir
que chaque étape du calcul de U s’effectue sur une sous-matrice 2 x 2. Vérifions

ce fait.
(2 4 0 0]
4 5 =6 0 2 4 2 4
A=10 6 4 2| ! etape[4 5} [0 —3]

(0 0 —4 2
(2 4 0 0]

L0 B 6 0 e g -3 6] _[-3 -6
0 —6 —4 —4 HEPE 6 —4 | 0 8
0 0 —4 2
(2 4 0 0]

L0 36 0 e, [ 8 4] [8 4
0 0 8 —4 PPl 4 2|70 o
0 0 —4 2
(2 -4 0 0]
0 -3 =6 0

~ 1o o 8 4| Y
0 0 0 0

Cette méthode, qui fonctionne méme pour les matrices non symétriques, est

donc tres simple.

Algorithme 11.1 Soit la matrice tridiagonale

dy
Iy

0

A:

uy
da

la

0
U2

ds
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L’algorithme renouvelle A par la décomposition Lu de A:

dok=1an-—1

Iy — I/ dx

dr41 — di41 — lpug
end do

L’algorithme prend environ 3(n — 1) flops. On voit que

1 0 0 --- 0 di w0 - 0 ]

ho1 0 0 0 dy uy :
L=|0 @ 1 O R

) ’ ' 0 dnfl Un—1

0 -+ 0 Ip—y 1 0 --- 0 0 d,

Pour résoudre le systeme Az = b = LUz = b on résout Ly = b par substitutions
avant et ensuite Uz = y par substitutions arriere.
Pour résoudre Ly = b, on emploie la récurrence

Yk = bk — lg—1Yk—1, y1 = b1.
On a donc ’algorithme suivant.
Algorithme 11.2
dok=2an
by by — lp—1bg—1
end do
Cet algorithme prend environ 2(n — 2) flops.

Pour résoudre Uz = y, on emploie la récurrence

Tp = (yk - ukaJrl)/dkv Tp = yn/dn7
qui produit ’algorithme

Algorithme 11.3
Yn — yn/dn
dok=n—-1al
Uk — Yk — wryr+1)/di
end do

Cet algorithme prend environ 3(n — 1) + 1 flops.

En combinant les trois algorithmes précédents, on peut résoudre le systeme Az =
b, ou A est une matrice tridiagonale, le tout prenant 8n —6 flops. Ceci représente
une réduction importante du nombre d’opérations puisque pour résoudre Ly = b
avec une matrice pleine, on a besoin de O (nz) flops.

Remarque 11.2 Pour la décomposition QR la méthode est semblable mais
naturellement avec moins d’opérations a affectuer (O(n) flops). Il est intéressant
de noter que le résultat final produit une matrice () Hessenberg supérieure.
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11.4 Valeurs propres

Nous allons traiter, ici, de deux méthodes pour obtenir les valeurs propres d’une
matrice tridiagonale symétrique. La premiere est la méthode QR avec la trans-
lation optimum de Wilkinson. La deuxieme est la méthode de la bisection,
particuliere aux matrices tridiagonales; elle utilise les suites de Sturm. Il faut
d’abord définir une matrice non réduite.

Définition 11.2 La matrice tridiagonale symétrique

B fo%1 51 0 0
B1 az B2 :
c c anl
L 0 0 ﬁn—l (C7T

est dite non réduite si 3; #0,i=1,...,n— 1.

Il suffit de traiter le cas non réduit; en effet si 5; = 0, le probleme se découple
en deux matrices tridiagonales de la facon suivante:

T 0
0 Ty |-
L’ensemble des valeurs propres de T, c’est-a-dire le spectre de T, noté A(T'), et
les spectres de T et Ts satisfont la relation:
MT) = MTh) UXT3).

Nous supposons donc que toutes les matrices sont tridiagonales symétriques et
non réduites. De plus, pour simplifier les énoncés des résultats, nous supposons
que les valeurs propres de S sont bien étalées:

|)\i|>|/\i+l|u 1=1,....,n—1. (112)

11.4.1 La méthode QR avec translation.

Rappellons que la méthode QR sans translation

A=Ay = QiR

A = Rt
= (2R
A. = OR

converge vers une matrice triangulaire supérieure Ao et A(Ass) = A(A). Sous
I’hypothese (11.2), la convergence est d’ordre 2.
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La méthode QR avec la translation u:

T = A
Ag—pl = 1Ry

Ay = RiQu+pl

H = RQ+ul

converge vers une matrice triangulaire supérieure et A(H) = A(T'). On al’algorithme
suivant.

Algorithme 11.4
To = QE AQo (tridiagonal)
k=1,2,...,
Ti1— pl = QrRg (décomposition QR)
Ty = RpQr + pnl

La tridiagonalité est préservée, puisque la structure Hessenberg et la symétrie
sont préservées.

On choisit la translation p pour accélérer la convergence. On peut prendre
W = a,. Mais pour les matrices tridiagonales il existe un meilleur choix basé sur
la valeur propre de la matrice:

|: Qp—1 ﬁn—l :| .

677,71 Qn

On appelle cette translation, la translation de Wilkinson; elle est donnée par

p=an +d—sgn(d)/d* +02_,,

o d = (ap—1 — ) /2. Cette translation est optimum: elle donne & la méthode
QR une convergence d’ordre trois.

La mise en ceuvre de Pal-Walker—Kahan de 'algorithme QR avec la trans-
lation de Wilkinson implicite utilise le fait que cet algorithme préserve les simi-
larités. Donc, on peut toujours écrire

T = QF Ti—1Qy.

En utilisant la rotation de Givens:

G -c0.20 = | iﬂalﬁi“]—m’

nous avons Gie; = Q1e1, c’est-a-dire, G1 et @1 ont la méme 1'°® colonne. Mais
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G introduit des éléments non nuls en positions (3,1) et (1, 3):

Ty = GT TG, =

X x 4+ 0
X X X 0
+ X X X 0
0 O X X X

On chasse les deux + vers le bas au moyen de Go = G(2, 3, 62):

T, =GITG, =

x x 0 0

X X X +

0 X X X 0

0 + x X X
0 O

etc. A la i®™ étape, T; n'est pas tridiagonale; il faut donc compléter les n — 1
étapes (rotations) pour obtenir une premiere approximation. Ce processus est
souvent appelé “chasing the bulge”. A la fin, nous obtenons

T:
T =
T, =

Tn—l =

Ty
GTTyGy
GT(GTTyG1)Gs

GT GT .. .GTGTT,G1G;y...Gh
VAN WA

o ZTTZ est tridiagonale. Puisque Ze; = Gie; = Q1e1, on voit, par le théoreme
sur ’“unicité” de la décomposition de Hessenberg, que la matrice tridiagonale
ZTTZ est essentiellement la matrice T qu’on obtient par la méthode QR avec

translation.

Exemple 11.2 Soit la matrice tridiagonale et symétrique

Alors

Z'T77 = GYGYGITG1G2G3 =

1 10 0
1 21 0
T= 0 1 3 0.01
0 0 001 4
0.5 0.5916 0 0
0.5916 1.785 0.1808 0
0 0.1808 3.714 0.000 004 4

0 0 0.0000044 4.002497

)
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mais les valeurs propres exactes sont
{0.265...,2,3.731...,4}. O

Cet exemple montre que cette méthode est instable: en effet, ’erreur augmente
lorsqu’on remonte le long de la diagonale; 'erreur dépend donc de l'ordre de la
matrice.

11.4.2 La suite de Sturm d’une matrice tridiagonale.

On déconseille souvent de calculer le polynéme caractéristique pour trouver
les valeurs propres, mais dans le cas d’une matrice tridiagonale symétrique, ce
polyndme peut étre calculé directement. La méthode de la bisection utilise des
formules de récurrence qui calculent le polynéme caractéristique pour ensuite
approximer les valeurs propres a ’aide de la propriété des suites de Sturm.

Soit p;(A) le 4™ mineur principal de la matrice T'— Al et posons pg(A) = 1;
alors

P1 ()\) = o] — /\,
p2(N) = (a2 = Np1(A) — 7 = (a2 — A)p1(A) — Bipo(N),
ps(A) = (a3 — A)p2(A) — Bipa(A).

En général, nous avons le lemme suivant.

Lemme 11.1 Soit p;(\) le i mineur principal de la matrice triangulaire
symétriqgue T — XI. Si l'on pose By =0 et p_1(\) =0, alors

pz()\) = (ai — )\)pi—l()\) — 612_1]91'_2()\), = 1, 2, ey n. (113)

Démonstration. Il suffit de développer le déterminant:

a; — A 01 0 0
B oy — A o 0
pi(A) = det 0 (11.4)
o1 — A Bi—1
0 aE 0 Bi-1 i —A

suivant la derniere ligne. [

On remarque qu’on peut obtenir le polynéme caractéristique de T', p,(\) =
det(T — M), par ces formules de récurrence.

Nous allons maintenant définir une suite de Sturm.

Définition 11.3 Une suite de Sturm est une suite de fonctions {fn(x)} telles
que si fn(xo) = 0 alors fr_1(x0) frny1(wo) <O.

On démontre le lemme suivant:
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Lemme 11.2 Les polynémes p;(\) forment une suite de Sturm.

Démonstration. Soit A\g une racine de p;(A\) = 0,1 < i < n—1. Par ’équation
générale

pi+1(Mo) = (@ip1— Ao)pi(Xo) — B7pi—1(Ao)
= —B7pi-1(o)-

Puisque T est non réduite, 5; # 0; alors ou bien p;11(Ao)pi—1(Xo) < 0 ou bien
Pi—1(Ao) = 0. Si pi—1(Ao) = pi+1(Ao) = 0, par la formule générale:

Pi(Xo) = pi—1(Xo) = ... = p1(Xo) = po(Ao) = 0.
Mais ceci est une absurdité car po(A) = 1. Donc p;11(Xo)pi—1(Ao) < 0. O

Lemme 11.3 Le polynome p; admet © zéros distincts et ceux-ci séparent les
zéros du polynome p;i1.

Démonstration. (Par induction) Puisque p;(A) admet un zéro & «y, alors
p2(a1) = —f% < 0 et po(A) = A2 4+ O(N\) — +o0 si |[A| — oo et donc ps a deux
zéros, I'un < ay et Pautre > ag.

Par induction, supposons que les zéros de p;—2(A) et p;—1(\) sont distincts
et que ceux de p;_o séparent ceux de p;—1 (v. fig. 11.1).

Soient )\gi_l) > )\gi_l) > )\Z(-i__ll) les zéros de p;—1 et donc, pour k < i —1,
Di (A;(j_l)) = —f3] 1pi—2 (/\Ef_l)) = i (AEJ_”) Pi—2 (AEJ‘”) <O0.

Par hypothese, p;—o change de signe entre /\gfl) et )\,(Ci:ll) pour k=2,...,i—1.

Donc p; change de signe entre )\,(f_l) et )\,(::11); alors p; a une racine entre chaque

paire de racines adjacentes de p;—1. De plus

oo st A — —o0,

—1) x 00 si XA — +o0. (11.5)

pi(A) — { (

Puisque p; o (/\Ei__ll)) > 0, p; admet une racine a gauche de /\Ei__ll). De méme,

§i71)> > 0 si ¢ est pair et < 0 si ¢ est impair, alors p; admet une
i—1)

puisque p;_o ()\
racine a droite de /\g . Donc p; admet ¢ racines distinctes. O
Par le lemme 11.3 et le fait que p,(\) est le polyndme caractéristique d’une

matrice tridiagonale symétrique 7', dont les racines sont les valeurs propres de
T, nous avons le lemme suivant.

Lemme 11.4 Les valeurs propres d’une matrice tridiagonale symétrique non
réduite sont distinctes.
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+ p4 +

Figure 11.1: Racines de p4, ps et pg.

Nous pouvons maintenant passer au calcul des valeurs propres. Posons

s () = { 0O 20 (11.6)

(Note: si p;(A) =0, pi—1(\) # 0 car nous avons une suite de Sturm.)
Notation 11.1 Soit l’ensemble

E;(A\) = {+,sgnpi(N),sgnpa(A),...,sgnp;(A\)} (11.7)
et notons o;(\) le nombre de paires consécutives de méme signe de E;(X).
Le premier signe positif vient du fait que po(A) = 1. Par exemple, si

Ein(\) ={+,— — +, =+ + + =+ 4, - =},
alors o12(A) = 5.
Théoréme 11.1 Pour A € R fizé, o,()\) est égal au nombre de racines de

pn(A) = det(T — AI) supérieures ou égales a .

Démonstration. (Par induction) Pour i = 1

P
A<ag = EN)={++}=00)=1,
A=a; = El(/\):{—l—,—l—}éal()\):l,
A>ap = El(A):{+,—}:>Ul()\):O

Supposons que 1’énoncé est vrai pour k = 1,2,...,14; il faut le démontrer pour
k =14+ 1. Notons les racines de p;:

A <P <<l

11 suit de la définition de o;(\) (notée o; ci-apres pour simplifier), de ’hypothese
de récurrence

MW <A e x <A <A<,
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et du lemme 11.3, que

A<l <A,

On a donc 4 cas possibles pour la position de A:
(@ A=
(b) AU <x <l

() A=Y,

(d) A <A < Aoy + 107D,
Dans le cas (a), A = )\,(;? =
Ei(N) = {+,...,sgnpi—1(N\),sgnpi—1(A)}, car p;(A) =0,
Eipi(A) = {+,...,sgnpi_1(A), sgnpi—1(A),sgnpiy1(A)},

A étant racine de p;, piy1(A) et p;—1(\) sont de signes contraires, et donc
oi+1(A) = 0;(A) = nombre de racines de p; qui sont > \. Puisque p; et p;y1 ont
le méme nombre de racines > A,

oi+1(A) est bien le nombre de racines de p;+1 > .
Dauns le cas (b), )\((,Zill) <A< AP =

E:(N) = {+,...,sgnp;(N)},
Eipi(A) = {+,...,sgnpi(A),sgnpiy1(M)}.

Par récurrence ou par la figure 11.1, on voit, qu’en une racine )\y) de p;,

sgnpé(ky)) = sgnpm()\y));

donc (v. fig. 11.2)

sgnpir1(A) = —sgnp;(A\) = o401 (A) = a;(N).
Comme les polynémes p; 11 et p; ont le méme nombre de racines > X, p;11(\)

admet exactement o;41(\) racines > A.
Dans le cas (¢), A = )\z()'ziti) =

EZ(/\) {+a"'asgnpi(/\)}7
Ei—i—l()‘) = {+7' "7Sgnpi()‘)7sgnpi()‘)}7
car pi+1(A) = 0. Donc g;41(A\) = 0;(A) + 1 et comme le polynéme p;+1 a une

racine de plus que p; qui soit > A, 0;41()) est encore égal au nombre de racines
de p;4+1 qui sont > A.
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0) I~

N0i+l A |

Mﬂl)

o+1

Figure 11.2: Signes de p;+1(\) et de p;(A).

Ng?+1 A

u\_/}\ziﬂ)

o;+1

Figure 11.3: Le polynéme p;;+1(A) a une racine de plus que le polynéme p;(\).

Dans le cas (d), )\((,?H <A< /\SBH =
E(N) = {4, senpi(V)}
Ein(A) = {+,--- sgupi(A),sgnpit1(A)}

et comme dans le cas (c),
sgnpir1(A) =sgnp;(A) = o1 (A) =0 (N) + 1

(v. fig. 11.3). Et puisque le polynéme p;; admet une racine de plus que p; a
droite de A, le résultat est valide. [

11.4.3 Le calcul des valeurs propres par la bisection.

Nous avons établi tous les outils nécessaires pour ’emploi de la méthode de
la bisection. Rappelons que cette méthode détermine la racine d’une fonction
continue en réduisant successivement les intervalles qui contiennent la racine.
En voici la procédure.

On choisit un intervalle [ag, bo] ou f(a) et f(b) sont de signes opposés, disons,
f(ag) < 0 et f(by) > 0. Par le théoreme des valeurs intermédiaires il existe un
nombre d € [ag, bo] tel que f(d) = 0. On pose cog = (ag+bo)/2. Si f(co) > 0 alors
d € lag,co] =: [a1,b1] et si f(co) < 0 alors d € [co, bo] =: [a1,b1]. On continue
ainsi & réduire de moitié les intervalles [a;, b;], ¢ = 0,1, ..., qui tous encadrent la
racine recherchée. La procédure est illustrée dans la figure 11.4.
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Figure 11.4: Deux pas de la méthode de la bisection.

Figure 11.5: g,(co) > 4.

Nous allons utiliser cette méthode pour déterminer les valeurs propres de T,
qui sont en fait les racines du polyndéme caractéristique.

‘eme

Pour calculer la ™€ valeur propre A; (A1 > --- > A; > -+ > A,), soit [ao, bo]
un intervalle tel que

)\i S [ao,bo].

On peut prendre, par exemple, —ag = bg = ||T]|ec. On remarque que |T||; =
IT||co parce que T est symétrique.

Soit ¢o = (ag + bp)/2 le milieu de I'intervalle. On calcule o, (cg). Alors on a un
des deux cas suivants:

on(co) =i = N\ € [co,bo]
(v. fig. 11.5);
Un(CO) <i = )NE€ [ao,CQ]

(v. fig. 11.6).

On a donc A; € [a1,b1] oli, dans le premier cas,
ay = ¢y, b1 = bo,

et dans le deuxieme cas,
a; = aop, b1 = Cp.
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Figure 11.6: o, (co) < i.

On continue le procédé en réduisant successivement l'intervalle
[ak,bk], k=0,1,2,...,
tel que
)\1‘ S [ak, bk]
et

bo — Qg
2k

b, —ar = — 0, si k — oo.
Pour appliquer la méthode de la bisection, il faut calculer p1(A), p2(A), ..., pn(N)
pour obtenir o, (\) avec A = ¢g,c1,...,Ck, . ... Silon choisit by = ||T||c0, alors

bo = max {|as| + [B1],. .., [Bic1] + | + |Bils o |Buo1| + |anl}
1<i<n

et
apg = —bo.

Mais le théoreme de Gerschgorine donne des bornes plus précises en utilisant

r = |B1], ri = |Bi—1| + |6l Tn = |Pn-1]

et en définissant ag = min;(«; — 1), bp = max;(«; + 7).

La méthode de la bisection est stable. L’erreur sur la i®™¢ valeur propre cal-
culée en k étapes de bisection est de I'ordre de 27%, et donc elle est indépendante
de n, le rang de T'.

Pour calculer les n valeurs propres en effectuant k bisections, nous avons be-
soin de 2(2n)nk = 4kn? flops puisque les formules de récurrence pi(\), ..., pn(\)
qui produisent o, (), consistent en 2n multiplications et 2n soustractions. Cette
méthode est donc tres efficace, surtout lorsque nous n’avons besoin que de
quelques valeurs propres (environ 4kp? flops pour p valeurs propres), en com-
paraison avec la méthode QR qui prend environ 2kn? flops pour k itérations.

Annexe A
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Algorithme de la tridiagonalisation de Householder

Pour trouver A, _; et les valeurs propres d’une matrice symétrique € R"*".

Input:
n: ordrede A = A;

tol:  constante de la machine = s

epsilon machine —
a:  vecteur n X n, données de A.

Output:
a
d:  vecteur n x 1: éléments de la diagonale de A,
e:  vecteur n x 1: éléments de la co-diagonale de A, _1
ou e[1] est défini comme 0.
e2:  vecteur n x 1: e2[i] = (e[i])?

Procédure!

Begin integer ¢, 7, k, [;

real f, g, h;
for ¢ := 1 step 1 until n do
d[i] == ali, ];

for i : n step —1 until 1 do
Beginl:=i—1; h :=0;
for k :=1 step 1 until [ do
h:=h+ali, k] x ali, k];
if h < tol then
Begin e[i] := e2[i] = 0; goto skip
end;
e2[i] :=h; f :=ali, i — 1];
eli] := g := if > 0 then —sqrt(h) else sqrt(h);
h:=h-fxgali,i—1]:=f—g;f:=0;
for j :=1 step 1 until I do
Begin g := 0;
for k£ :=1 step 1 until j do
g =g+ alj, k] x ali, kl;
for k:=j+ 1 step 1 until [ do
g =g+ alk, j] x ali, k;
g:=eljl=g/h; f:=f+gxalijl;
end j;
hi= f/(h+h);
for j := 1 step 1 until [ do
Begin f := ali, jl; g := e[j] := e[j] = h x f;
for k£ :=1 step 1 until j do

1J. .H Wilkinson et C. Reinsch, Linear Algebra, vol. 11, Springer-Verlag, Berlin, (1971), p.
203.
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alj, k] := alj, k] — f x e[k] — g x a[i, k]
end j;
skip: h := d[i]; d[i] := ali, i]; a[t, 1] = h;
end ;
end Procédure.
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Chapitre 12

Forme de Jordan

Dans ce chapitre on présente une démonstration constructive de ’existence de
la forme canonique de Jordan d’une matrice triangulaire inférieure quelconque
obtenue au moyen de similarités produites par des transformations rationnelles
sur les lignes et sur les colonnes. On illustre la méthode au moyen d’exemples
simples. Chantal Boisvert et Martin Renaud ont construit 'exemple de dimen-
sion 8 et ont traduit larticle [9] en frangais. Elinor Friedman a réalisé la frappe
de ce texte en AMS-TeX, qui par la suite a été mis en LaTeX.

12.1 Introduction

La démonstration traditionnelle de ’existence de la forme canonique de Jordan
d’une matrice complexe quelconque M, que l'on retrouve, par exemple, dans
Gantmacher [5] (vol. 1, ch. 7, pp. 175 ss.) est longue et compliquée. Ce fait est
reconnu par Strang [12] (voir p. 228) ol méme une démonstration plus simple de
Filippov [2] est reléguée & appendice, et dans Flechter—Sorensen [3], Galperin—
Waksman [4], Brualdi [1], Hartl [8] et Lesky [11], ot I'on décrit différentes sim-
plifications.

L’objet de ce chapitre est de rendre le théoreme et sa preuve accessibles au
niveau d’un cours d’algebre linéaire prégradué. On suppose que la lectrice et
la lecteur qui voient le théoréme pour la premiere fois, connaissent I’élimination
gaussienne et son interprétation matricielle et savent I’appliquer sur les lignes et
les colonnes afin de construire une matrice similaire & une matrice triangulaire
donnée et dans la forme de Jordan prescrite. Cet article suit de pres le travail
de Howland—Vaillancourt [9], & lexception de 'exemple de dimension 8 qui est
nouveau.

On remarque que cette construction n’est pas concue pour la programmation
informatique — de fait, pour conserver la forme triangulaire de la matrice aucun
pivot n’est employé. Il s’agit plutot d’une preuve constructive que 1’on peut
tester en arithmétique rationnelle exacte sur de courts exemples bien que sa
portée s’étende, du moins en principe, aux matrices réelles ou complexes d’ordre
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quelconque.

La construction pratique de la forme de Jordan présentée dans la mono-
graphie de Golub—Van Loan [6], pp. 390-392, se base sur I'exposé de Golub—
Wilkinson [7] et fait usage de la décomposition en valeurs singulieres de la partie
triangulaire stricte de chaque bloc diagonal aux valeurs propres identiques de
la forme de Schur de M. Enfin, Kagstrom—Ruhe [10] ont mis en ceuvre cette
méthode pratique sur ordinateur.

12.2 De la forme de Schur a la forme de Jordan

On peut exprimer la forme inférieure de Jordan J d’une matrice M € C™*™ ou
€ R™ ™ au moyen d’une similarité:

J=T"'MT, (12.1)

ou les colonnes de la matrice de la transformation T proviennent des vecteurs
caractéristiques et des vecteurs principaux de M, en supposant qu’une base com-
plete de ces vecteurs existe et que 'on puisse la trouver. Pour construire J, et, si
requis, 7', on montre que J est reliée a la forme de Schur triangulaire inférieure
S de M par une similarité triangulaire inférieure:

J=LSL™, (12.2)
On sait que S s’obtient a partir de M par une similarité unitaire:

S=Q"MQ. (12.3)
Soit la décomposition QR de (T1)*:

(171" = QR

ou la notation anticipe le résultat et R est triangulaire supérieure. Si 'on sub-
stitue
T—l :R*Q*, T:Q(R*)—l

dans (12.1), on obtient la forme de Jordan:
J=RQ*MQ(R*)™".
On voit que la forme de Schur:
S=Q*MQ = (R*)"'JR* (12.4)

est triangulaire inférieure. Enfin, en notant R* = L, une matrice triangulaire
inférieure, (12.2) suit de (12.4).

Cette représentation suggere que 1'on peut obtenir J a partir de S par une
suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes de S, & savoir,
celles utilisées dans la solution d’un systeme linéaire par élimination et par des
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procédures de décomposition triangulaire apparentée. On démontrera la véracité
de cette conjecture.

La forme de Schur triangulaire inférieure S de M sera notre point de départ
pour la construction de la forme de Jordan J. On suppose que S est disponible.
En particulier, on suppose que les valeurs propres de M sont connues et que, dans
la similarité (12.3), on a choisi la matrice @ de fagon que les valeurs propres égales
de M se suivent sur la diagonale de S. On peut donc partitionner S en sous-
matrices S;; ol chaque bloc diagonal S;; de dimension maximale est triangulaire
inférieur et contient toutes les valeurs propres A = \; sur la diagonale. Ainsi,
les éléments diagonaux de différentes sous-matrices principales sont différents.
Chaque S;; est de la forme S; = NI + Ny, ou Ny; est triangulaire inférieure
stricte et I'ordre de S;; est égal a la multiplicité algébrique de la valeur propre
associée ;.

12.3 Elimination sur les lignes et les colonnes

L’élimination sur les lignes se fait par multiplication & gauche par des matrices
triangulaires inférieures élémentaires L;;(m). Dans le langage de 1’élimination
gaussienne, 'application de L;;(m) sur M multiplie la jme Jigne de M, qui con-
tient le pivot m;, par le multiplicateur m pour éliminer 1’élément m;;, de la jieme
ligne de M — ordinairement pour annuler m;;. L’élimination sur les colonnes
se fait par multiplication & droite. Ainsi ML;;(m) représente une opération
élémentaire sur la j™° colonne au moyen de la i®™¢ colonne pivot que l'on
multiplie par m. Voici un exemple ou M = S est triangulaire inférieure d’ordre

4, avect=3,j=2:

Lga(m)S Lz, (m)

1 0 0 0 s;i1 0 0 0 1 0 0 O

o 0 1 0 0 S21 S22 0 0 0 1 0 0

o 0O —m 1 0 831 S32 833 0 0O m 1 O
L 0 0 0 1 S41 S42 S43  S44 0 0 0 1
[ S11 0 0 0

o S921 59292 0 0

N $31 —MS21  S32 —MS22 +ms3z3 s33 0
L S41 542 + M543 843  S44

La similarité LijSLi_jl — essentiellement une élimination gaussienne par

lignes et par colonnes — peut étre utilisée pour annuler un élément de la matrice
de Schur triangulaire inférieure S. Cette transformation préserve la forme trian-
gulaire inférieure et les zéros introduits aux étapes antérieures si ’on introduit
des zéros successivement dans un ordre approprié. On obtient ainsi la forme de
Jordan de M, J, a partir de la forme de Schur S par 'insertion systématique
d’autant de zéros que possible au moyen:
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(a) de similarités triangulaires inférieures: LSL~!, ou L est une matrice trian-
gulaire inférieure,

(b) de similarités diagonales: DSD™!, oul D est une matrice diagonale, et

(c) de permutations cycliques de lignes et de colonnes:PSPT, ou P est une
matrice obtenue par une permutation des lignes ou colonnes de la matrice
identité,

tout en préservant la forme inférieure de S. Par conséquent, dans ’exemple

précédent, on peut éliminer 1’élément (3,2) de LijSLi_jl avec le multiplicateur

m=—%2 (12.5)
§22 — 833

si s33 # s22.
Notation 12.1 On note
{il,ig,i+3,...,ik}H{ik,il,ig,...,ik—l}

la permutation cyclique des k lignes l;. et colonnes c;., d’éfinie par les opérations
J 3’
associatives sutvantes sur les lignes et sur les colonnes:

li2 = lil Ciy = Ciy,
lig = li2 Cig = Ciy,
lil = llk Ciy = Cyy-

La permutation cyclique lignes-colonnes qu’on vient de définir, fait passer la
derniere ligne d’un bloc a la premiere ligne du bloc et pousse les autres lignes
d’un cran vers le bas, puis fait de méme avec la derniere colonne en poussant les
autres colonnes d’un cran vers la droite. L’élément s;;_; de la codiagonale se
retrouve un cran plus bas, c’est-a-dire

Sit1,i = Sii—1-

12.4 Eléments de la diagonale distincts

Dans ce cas simple, les similarités par éliminations produisent le résultat bien
connu qui suit.

Lemme 12.1 Siles €léments de la diagonale de S, s;;, sont tous différents, alors
la forme de Jordan est la matrice diagonale avec ces mémes éléments diagonaux.

Démonstration. Puisque les éléments de la diagonale de S (les valeurs propres
de M) sont tous différents, en choisissant le multiplicateur (12.5) approprié on
a:

(L21SL3 )21 = 0.
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De méme, on a
(Ls1La1SLy; Ly )s1 = 0

sans détruire le zéro déja introduit. En effet, cette étape modifie la ligne 3 et la
colonne 1 et, puisque L2 S L;ll est triangulaire inférieure, I’élément de la colonne
3 ajouté a celui de la colonne 1 sur la 2°™¢ ligne est zéro. De méme,

(La1L31 Lo1SLy Lyt L) ar = 0

sans détruire les zéros déja introduits, etc. En procédant de la colonne 1 aux
colonnes 2,3,...,(n — 1), on peut réduire S & la forme diagonale D. C’est la
forme de Jordan de M. Ses éléments diagonaux sont ceux de S. On représente
le processus complet par ’expression:

LSL™' =D,
L=Lyn1---LyL3iLoy. O

12.5 Eléments de la diagonale identiques

Supposons maintenant que les éléments de la diagonale de S (les valeurs propres
de M) ne sont pas tous différents de sorte que, dans la partition de S décrite
ci-haut, certaines des sous-matrices .S;; sont de dimension supérieure a 1. En
suivant la procédure exposée ci-haut dans le cas de valeurs propres distinctes,
on peut successivent réduire a zéro les éléments des sous-matrices non diagonales
Si; de S. D’ailleurs, en procédant de la colonne 1 & la colonne n et de haut en bas
dans chaque colonne, comme auparavant, les matrices diagonales S;; resteront
inchangées par ce processus. FEn ré-étiquetant ces dernieres: Si1,Ss,...,5,, il
est clair que l'on peut considérer chacune de ces sous-matrices séparément et
indépendemment des autres. Il est convenable de considérer la matrice trian-
gulaire inférieure stricte N dans chaque cas, puisque les similarités ne changent
pas Al. Alors,

0 0 o --- 0

S21 0 0 0

N=| s31 s32 O 0
Snl Sn2 Sn3 e 0

Il faut remarquer que la premiére ligne et la derniére colonne sont nulles.

Les étapes d’élimination utilisées sur N sont plus simples que celles ap-
pliquées ci-haut: I’élimination sur les lignes ou les colonnes utilise les éléments de
la codiagonale s21, S32, . . ., Sp,n—1 COMMe pivots, sans oublier, & chaque étape, de
préserver la similarité en effectuant I'opération correspondante sur les colonnes
ou les lignes.
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Notation 12.2 On note
l; = li—ml]‘ cj = c¢j +mc;,

la similarité qui eélimine un élément de la ligne l; par la ligne l; et lopération
correspondante sur les colonnes c; et ¢;; on parlera d’élimination lignes-colonnes
(ou colonnes-lignes).

Dans la suite on distinguera deux cas: celui ot aucun élément de la codiag-
onale n’est nul et celui ot au moins un élément de la codiagonale est nul.

12.6 Awucun zéro sur la codiagonale

Dans le cas ou les pivots codiagonaux sont non nuls, les raisonnements qui suivent
démontrent le lemme suivant.

Lemme 12.2 Soit une matrice triangulaire inférieure d’ordre n:
S=AM+N,

ou N est triangulaire inférieure stricte. Si les pivots codiagonaux de S sont non
nuls:

521832+ Sn,n—1 # 0,

alors la forme de Jordan de S consiste en un seul bloc de Jordan, c’est-a-dire,
on a \ sur la diagonale et 1 sur la codiagonale.

Par exemple, on réduit le pivot so; par la similarité diagonale suivante:

1 0 0 0 0 0 0 O 1 0 0 0
0 1/821 0 0 521 0 0 0 0 S921 0 0
0 0 1 0 531 S32 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 S41 542 543 0 0 0 0 1

0 0 0 O

! 0 0 0

| s31 szsa 00

S41  S42821 Sa3 O

11 est utile de garder la notation s;; pour les éléments qui ne sont pas des pivots
de cette matrice réduite. On peut mettre a zéro les éléments s31, S41,. .., Sn1 de
la premiere colonne par la soustraction de multiples de la ligne 2 des lignes suiv-
antes. A la différence de la formule (5), les multiplicateurs de la présente méthode
sont des éléments de la matrice elle-méme. Pour préserver la similarité, on doit
additionner a la colonne 2 des multiples des colonnes suivantes. Tous les zéros
introduits par les opérations sur les lignes sont préservés aux étapes ultérieures
ainsi que les pivots. De cette fagon, il est possible de mettre s42, S52,...,8p2 &
zéro. Apreés lintroduction de zéros dans les colonnes 1,2, ..., (n —2), on obtient
la matrice J — I, out J est la forme de Jordan de S. Donc, J = L(N + A\I)L~*
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ou L est tiangulaire inférieure puisque c’est le produit de matrices diagonales
élémentaires et de matrices triangulaires inférieures.

On illustre cette réduction au moyen d’une matrice d’ordre 4 aux pivots déja
réduits:

000 0
100 0
N=13 100
45 1 0
Notons m le multiplicateur, I; la jieme ligne et cj la jiéme colonne. On emploie
trois similarités:
0 0 0
10 m=s 10 m=s 10
310 01 0 01 0
405 1 0 BFB=3 5y g @=atds g
0 0 0
10 m=4 10 m=4 10
01 0 — 01 0 — 01 0
408 1 0 Mimh—d g g g g @imatda o0
0 0 0
10 m=38 10 m=38 10
01 0 — 01 0 — 01 0
008 1 0 =h=8s o 54 o @=atlu 4 4 5

Dans ce cas, I’élimination sur [; produit le zéro nécessaire. Puisque le pivot est
sous la diagonale, I’élimination associée sur c; ne détruit pas le zéro que 1'on
vient d’introduire ni les zéros obtenus aux étapes antérieures.

On peut réduire ainsi des matrices N d’ordre quelconque. De plus, on peut
écrire la forme de Jordan des que l'on voit qu’aucun des éléments de la codiag-
onale n’est nul, c’est-a-dire, le polynéome minimal d’une matrice de Schur S est
son polynome caractéristique si les éléments de la codiagonale correspondant a
chacune des valeurs propres sont non nuls.

12.7 Des zéros sur la codiagonale

Lorsqu’il y a un ou plusieurs zéros sur la codiagonale de N, il est utile d’utiliser
une induction sur I'ordre n de N pour construire la forme de Jordan, et ainsi en
démontrer I'existence.

Dans ce cas, les raisonnements qui suivent démontrent le lemme suivant.

Lemme 12.3 Soient une matrice triangulaire inférieure d’ordre n + 1:

S =M +N,
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et la sous-matrice triangulaire inférieure stricte N de la forme

N 0 0 n—k
N = 0O FE 0 k
ul T 0 1

ot la sous-matrice principale d’ordre n

N 0
0 F
est déja dans une forme de Jordan et E est son plus grand bloc de Jordan.

Alors on peut transformer N en sa forme de Jordan par les transformations
rationnelles considérées dans ce travail.

Il faut se souvenir que la premiere ligne et la derniere colonne de N sont
nulles, quelqu’en soit 'ordre; alors on peut faire ’élimination sur les lignes par
la derniere ligne et sur les colonnes par la premiere colonne sans se soucier
des opérations sur les colonnes et sur les lignes respectivement requises pour
préserver la similarité, puisque ces dernieres sont sans effet aucun. Ceci fut
illustré aux étapes 2 et 3 de 'exemple précédent.

Considérons le premier cas non trivial, d’ordre 3:

0 0 O
N=]a 0 0 et ac=0.
b ¢ 0

Il y a trois situations possibles:

000 000 00
a#0, ¢=0: [a 0 0 |~|100|~|100]|,
b 00] [bo0O0] [0O0 O]
00 0] [oO0OO0O] [0 0 0]
a=0, ¢c£0: [0 0 0 |~]0 0O|~]00 0],
b cO0] |2 10] [01 0]
00 0] [0 00O 000
a=c=0, b#0: |0 0 0|~ |b 0 O0O|~]|1 00
b 00| |0 0O 000

On a noté ~ une similarité par des opérations obvies sur les lignes et les colonnes.
Il est clair que 'on doit utiliser des similarités diagonales, des permutations
cycliques lignes-colonnes et une élimination sur les lignes ou sur les colonnes
respectivement au moyen de la derniere ligne ou de la premiere colonne.
Considérons maintenant le cas suivant, d’ordre 4, ou l'on a déja transformé
la premiere sous-matrice principale d’ordre 3 dans sa forme de Jordan et que
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I'on a placé le plus grand bloc de Jordan dans le coin inférieure droit au moyen
de permutations cycliques lignes-colonnes.
De nouveau, il y a trois cas possibles:

Cas (a):

L lal + b + |¢] # 0. (12.6)

Q O O O
O OO
o O oo

o O O

0

Par des échanges lignes-colonnes, a l’exclusion de la derniere ligne et de la
derniére colonne, sans perte, on peut supposer que ¢ # 0. Alors,

0

e © O O
ol O O O
= o OO
= o O O

0
0
0
0

o O OO
o O O
o O OO

car I’élimination sur les colonnes au moyen de la 3¢ colonne est suffisante et
Popération correspondante sur les lignes, requise pour préserver la similarité, est
sans effet aucun.

Cas (b):
0 0 0 O
0 0 0 O
N = 010 0l a, b, ¢ quelconques. (12.7)
a b ¢ 0
0 0 0O
0 0 0O e o .
N ~ 010 0 par élimination au moyen de la derniére ligne, si b # 0.
a 0 ¢ O
Sic#0:
0 0 0 O 0 00O
N~ 0000 0000
01 0O 01 00
20 10 0010

par élimination au moyen de la premiere colonne.

Sic=0et a+# 0, on voit que a # 0 est bien placé pour une élimination de ligne
ou de colonne mais les pivots nécessaires sont nuls. Dans ce cas, pour placer
a sur la codiagonale et en faire un pivot on emploie la permutation cyclique
lignes-colonnes {2, 3,4} — {4,2,3}:

Q@ O OO
O = OO
O O OO
O O OO
o o e O
O O OO
_— o O o
OO OO
oo = O
OO OO
_— o o O
O O OO
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Cas (c¢):

0 0 0O
1 0 00

N = 010 0l a,b,c quelconques. (12.8)
a b ¢ 0

0 00O 0 0 0O

N 1 0 0 0 1 0 0 0 0=0 si ¢=0,
01 00 01 0 0 0=1 si c#0.
0 0 ¢ O 0 06 O

Notons que I'on peut utiliser les stratégies employées dans les cas (12.6) et (12.8)
sur des matrices N d’ordre quelconque dans des ciconstances similaires, c’est-a-
dire lorsque les pivots dans la premiere sous-matrice principale sont tous égaux.

La stratégie utilisée dans le cas (12.7) lorsque 1’élément (4, 3) est non nul peut
étre aussi utilisée pour des matrices d’ordre n+1. Ceci implique des éliminations
sur les lignes pour mettre des zéros dans la ligne n+ 1 sous les pivots (tous égaux
a 1) des lignes 2 & n, puis des éliminations correspondantes sur les colonnes pour
mettre a zéro les éléments qui restent a gauche dans la derniere ligne. De plus,
des éliminations supplémentaires sur les colonnes peuvent étre nécessaires pour
restaurer la forme de Jordan.

D’une facon plus précise, on obtient la forme:

)ﬂbjzo

N 0
N~ 10 0|, (n+1)x(n+1),
ul e 0

otl E est le plus grand bloc de Jordan, d’ordre k, dans la sous-matrice principale,
N est le reste, d’ordre (n—k) x (n—k), de la sous-matrice principale, fait de blocs
de Jordan d’ordre < k, e’ est le vecteur transposé (0,0,...,0,1) d’ordre 1 x k et
uT est quelconque, & I'exception des éléments nuls sous les pivots non nuls de N.
On peut utiliser I’élimination sur les colonnes pour mettre & zéro tout élément
non nul de u”’; les opérations correspondantes sur les lignes introduiront des
éléments non nuls dans la ligne n, en haut et & gauche des éléments initialement
non nuls de u”.
Puisque ~
E 0
e[ 4 0]

est une forme de Jordan d’ordre k + 1, on voit que
N 0
N ~
{ ek+1uT FE ]

-ieme

ol e; est la j colonne de la matrice identité d’ordre k£ + 1. Alors, on obtient
par élimination sur les colonnes:

Nl 10 N 0 I 0] _ N 0
epul T erpul  E —epul T |7 | e N E
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puisque les opérations sur les lignes pour préserver la similarité déplaceront les
éléments non nuls de u” & la ligne n une colonne & gauche si le pivot de cette
colonne est non nul. Ceci donne v” N dans la ligne n. On peut faire d’autres
éliminations sur les colonnes, de ligne a ligne, tant que 'on dispose de pivots
non nuls, c’est-a-dire pour toutes les lignes de E. La derniére élimination sur les
lignes, dans la 2*™¢ ligne de E, produira la matrice
N 0
N~ [ eluTN kg ]

Mais, étant donné que les blocs de Jordan de N sont tous d’ordre < k, alors
Nk = 0. Ceci est, en fin de compte, la forme de Jordan. Le déplacement
des éléments non nuls de la derniere ligne vers le haut et vers la gauche doit
nécessairement se terminer avant I’épuisement de la réserve de pivots dans E.

La stratégie appliquée dans le cas (7) lorque I’élément (4, 3) est nul, est aussi
applicable a des matrices d’ordre quelconque. Ceci implique des éliminations sur
les lignes pour introduire autant de zéros que possible dans la derniere ligne et
I'identification du premier élément non nul dans la derniere ligne en allant de la
droite vers la gauche. Cet élément sera nécessairement a gauche du plus grand
bloc de Jordan et sous un pivot nul. Les colonnes a droite de cet élément étant
sous forme de Jordan, on peut placer cet élément non nul par une permutation
cyclique lignes-colonnes dans une position pivotale (codiagonale) tout en laissant
les colonnes a droite en forme de Jordan. Il faut donc considérer une sous-
matrice principale d’ordre m, m < n, dont I’élément (m,m — 1) est non nul.
Par 'hypothese d’induction, on peut transformer cette matrice en une forme de
Jordan et donc transformer toute la matrice en une forme de Jordan.

Donc, dans le cas n = 5 et b # 0, la permutation cyclique lignes-colonnes:
{3,4,5} — {4,5,3}, et une élimination colonnes-lignes produisent les matrices
similaires:

0 00 0O 0 00 00 0 0 00O
0 00 0O 0 00 00 0 0 00O
N=|000UOUO(|[~|ab0O0O0|~[01000O0
0 01 00 00 0 0O 0 00 0O
a b 0 0 0 00 0 10 0 0010

On peut donc toujours obtenir la forme de Jordan d’une matrice strictement
triangulaire inférieure N d’ordre (n + 1) & partir de sa sous-matrice principale
d’ordre n. On obtient ce résultat par induction pour une matrice N d’ordre quel-
conque. Ce résultat, combiné avec les autres cas considérés ci-haut, démontre le
théoreme suivant.

Théoréme 12.1 On peut transformer une matrice de Schur de dimension quel-
conque S en sa forme de Jordan J par des opérations rationnelles.

Si ’on n’a pas besoin de la matrice qui transforme S en J, on peut trouver la
forme de Jordan, dans un cas donné, en identifiant les sous-matrices principales
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S1,...,8, de la forme de Schur S et en mettant & zéro toutes les sous-matrices
non principales. Alors, on a immédiatement la forme de Jordan de chacune des
sous-matrices principales dont aucun des éléments de la codiagonale n’est nul. I
ne faut faire des calculs que pour les S; qui ont au moins un élément codiagonal
nul. Dans chacun de ces cas, la forme de Jordan s’obtient en transformant les
sous-matrices principales dans 1’ordre croissant de leur dimension au moyen des
stratégies élaborées ci-haut.

12.8 Un exemple d’ordre huit

Voici un premier exemple de matrice M = M, d’ordre 8, qui illustre la procédure
décrite plus haut a ’aide d’opérations arithmétiques simples.

La sous-matrice principale 2x 2 de M est déja sous la forme de Jordan. Alors,
le premier cas a considérer est la sous-matrice principale 3 x 3. L’élimination
sur les lignes suffit dans ce cas. Par conséquent, ’élimination lignes-colonnes:

l3:=13— 19 Co = Cg + C3

(lire: la ligne 3 est remplacée par la ligne 3 moins la ligne 2, etc.) produit la
matrice similaire Ms:

0 0
1 0 10
110 010
1 000 1 00 0

Mi= o 011 0 Y 01110 = M.
1 10100 1 10100
0011010 01 11010
10101110 11101110

On considere la sous-matrice principale 4 x 4 de Msy. L’élimination lignes-
colonnes:

l4 Z:l4—lg Co:i=Co2+ 4

produit la matrice similaire Ms.

On consideére la sous-matrice principale 5 x 5 de M3. Il faut d’abord permuter
cycliquement les lignes et les colonnes 1,2, 3,4 afin de placer le plus gros bloc
de Jordan obtenu a date dans le coin inférieur droit. La permutaion cyclique
lignes-colonnes:

{1,2,3,4} — {4,1,2,3}
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produit alors la matrice similaire My:

0 0
1 0 0 0
01 0 0 1 0
0 0 0O 0 010
Ms= 5 9 1 1 ¢ Y 10210 = M.
1 2 01 00 1 1.2 0 0 O
0 21 1 010 1 02 1 0 10
11101 1 10 011 11110
L’élimination lignes-colonnes:
ls =15 — 2y cq = cy + 2c;5

produit la matrice similaire Ms5.
L’élimination sur les colonnes de Mj est ensuite utilisée pour introduire un
zéro en position (5,1). L’opération correspondante sur les lignes:

Cl:=¢C —C4 s =l4+ ¢

ne change rien. On obtient donc la matrice similaire Mg:

0 0
0 0 0 0
01 0 01 0
0010 00 1 0

Ms= 1 001 0 Y 00010 = M.
1 1200 0 1 12000
1021010 0021010
01131110 31131110

Considérons la sous-matrice 6 x 6 de Mg. Les deux éléments de la ligne 6 qui
ont des pivots non nuls, sont réduits a zéro par les éléminations lignes-colonnes:

ZG = ZG — 214 Cqi=1Cq4 + 206
lg =1l — I3 c3:=1cC3+ cCg

pour produire la matrice similaire Mx.

L’élément en position (6,1) de M7 ne peut étre réduit & zéro car ses pivots
de ligne et de colonne sont nuls. On effectue la permutation cyclique lignes-
colonnes:

{27 37 47 57 6} = {6’ 27 37 47 5}

pour obtenir la matrice similaire Mg:
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WO OOoOOoOOoOOo
_ oo oo~k Oo
N WO O~ O
W o = o

— o oo

— - O
JOOOOOO»—‘O
__-0 00 oo
_ o o O O

N WO~ O
W= O

0
1

= o O

0
0 10

Les éléments en position (7,4) et (7,5) de la sous-matrice principale 7 x 7 de Mg
peuvent étre réduits a zéro par les éléminations lignes-colonnes:

l7 = l7 - 316 Ce = Cg + 307
l7 = l7 - 315 C5 = C5 + 307

pour produire la matrice similaire My.
Puisque 1’élément de Mg en position (7,2) ne peut étre annulé, faute de
pivots, la permutation cyclique lignes-colonnes:

{3’ 47 5’ 67 7} = {7’ 37 47 57 6}

le placera en position pivot (3,3) et produira la matrice similaire Mio:

=
|

- Mlo.

WoOoOOoOOoOOoOOo O
——_-0 00000
_ o o o O

N OO = O

co O = O

- O O

WO OO oo
_ o OO oo
_ oo oo oo

_ o O = O

N O = O

oo = O

0 0
10 4 0

Les éliminations lignes-colonnes (les opérations sur les colonnes étant sans effet
aucun):

lg := lg—8l7 cr = c7+8cs
lg = lg — 216 Cg = ¢+ 268
ls = lg— I5 cs; = ¢5+ c3g
ls = lg— I3 c3 = ¢34+ c3g
lg = lg+ 3l ca = co— 3cs

produit la matrice similaire M.
L’élimination colonnes-lignes:

1 1
C3 = C3 — 167 l7 =17+ le
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produit la matrice similaire M;s:

0 0
10 1 0
01 0 010
000 0 0 0 0 0

Ma= 4901 0 0 0010 = M.
000010 0000 T10
0000O0T1O0 000010
00100040 0000O0GO0 40

Puisque une opération sur les lignes d’abord annulerait I’étape précédente, on
commence par les colonnes. L’élimination colonnes-lignes:

1 1
Coy i= Cy — 106 lG = lG—FZlQ

fait monter I’élément (7,2) en position (6, 1) et produit la matrice similaire Mj 3.
Une derniére élimination colonnes-lignes (I’opération sur les lignes étant sans
effet),

1 1
Cl .= C — 105 l5 = l5 —+ le

élimine I’élément (6,1) et produit la matrice similaire Mi4:

0 0
10 10
010 010
0000 0000

Ms= "9 00 1 0 T 00010 = M.
100010 000010
0000010 0000010
00000O0O0AM4TO0 000O0O0O0A40

Une division de la ligne 8 par 4 et une multiplication de la colonne 8 par 4 (sans
effet):
1

lg = Zlg Cg = 468

produisent la matrice similaire J qui est la forme de Jordan de M:

My =

[=NeNeleoNeNel =
=NoNeNaoNel S =
OO OO OO
coo~Oo

SO o= O

o~ O

= O

o
[=NeNeoleoNeNel =
OO OO OO
OO OO OO
SO O = O
SO = O

S = O

= O
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12.9 Un exemple d’ordre dix

Voici un second exemple de matrice M = M; d’ordre 10 qui illustre la procédure
décrite plus haut a ’aide d’opérations arithmétiques simples.

La sous-matrice principale 2x2 de M est déja sous la forme de Jordan. Alors,
le premier cas a considérer est la sous-matrice principale 3 x 3. L’élimination
sur les lignes suffit dans ce cas. Par conséquent, ’élimination lignes-colonnes:

lg Z:lg—lg Co = C2 + C3

(lire: la ligne 3 est remplacée par la ligne 3 moins la ligne 2, etc.) produit la
matrice similaire Mos:

0 0

10 10

100 0 00

0 01 0 0110
M1:01000 . 01000

1101 00 1101 00

01 01 010 01 01 010

100 01 0 0O 100 0 1 0 0O

010010110 010010110

1000101010 10001 01O010O0

Pour passer a la sous-matrice principale 4 x 4 de Ms, il faut d’abord permuter
cycliquement les lignes et les colonnes 1,2,3 pour placer le plus gros bloc de
Jordan obtenu a date dans le coin inférieur droit. La permutaion cyclique lignes-
colonnes:

{1,2,3} — {3,1,2}

produit la matrice similaire Ms.
L’élimination colonnes-lignes:

Cl1 = C —C3 lg = lg+ll

produit la matrice similaire My:

0 0

0 0 0 0

01 0 0 1 0

1010 0 010
M3:O()100 N—lOlOO

011100 -11 1 1 0 0

001 1010 -1 01 1 0 1 O

01001 000 01001 000

001 010110 -1 01 01 0110

0100101010 0100101010

Ms.

My.
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La sous-matrice principale 4 x 4 de M, est déja sous la forme de Jordan.
L’élimination lignes-colonnes:

ls:=15—14 Cq = C4 + C5

produit la matrice similaire Ms5.

L’élément —1 de M5 en position (5,1) ne peut étre réduit a zéro car ses
pivots de ligne et de colonne sont nuls. On effectue la permutation cyclique
lignes-colonnes:

{2,3,4,5} — {5,2,3,4}

et une similarité diagonale pour obtenir la matrice similaire Mg:

0 0
0 0 1 0
010 0 0 0
0010 0010
A1 0000 000 10
111100 Y1 01110
-1 01 101 0 -1 001110
01011000 0-1 101 00 0
-1 01110110 ~1-1 0110110
0101101010 0-1 10101010

La sous-matrice principale 5 x 5 de Mg est déja sous la forme de Jordan.
Alors les trois pivots non nuls de la ligne 6 sont mis a zéro par les éliminations
lignes-colonnes:

ZG = ZG_Z5 C5 :=Cs5 + Cg
lg :=1lg — 4 cy:=c4+cCq
lg :=lg+ Io Co = Cy — Cq

et nous obtenons la matrice similaire M-.

La sous-matrice principale 6 x 6 de M7 est déja sous la forme de Jordan.
Trois des éléments non pivots de la ligne 7 sont mis a zéro par les éliminations
lignes-colonnes:

l7 =17 — 2lg Ccg = cg + 2¢7
l7 =17 — 25 C5 = c5 + 2¢7
l7 =1l 4+ Iy Co:=cCy — C7
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pour produire la matrice similaire Mg:

0 0

10 1 0

0 0 O 0 0 O

0 01 0 0 010
M7—00010 00010

0 00010 0 00010

-1-1 0 2 2 1 0 0-1 0 0 01 O

0-1 1.0 1 0 0 0 0-1 101 0 00

-1-1 0 1 1 0 1 1 0 -1-2 01 3 2 1 10

0-1 101 01 010 0-2 1 0 3 2 1010

L’élément —1 en position (7,2) de My est mis & zéro par I’élimination colonnes-
lignes:
Co = Co + Cg lg :==1g — o,

mais cette derniére introduit —1 en position (6,1); on le réduit a zéro par
I’élimination colonnes-lignes:

cl1:=c¢1 +c5 ls: =15 — 14

ce qui produit la matrice similaire My.
Trois des éléments non pivots de la ligne 8 de Mg sont mis a zéro par les
éliminations lignes-colonnes:

lg ::lg—lﬁ Cg := Cg + C3
lg:=1lg— 14 Cq = 2Cq4 + Cg
lg :=1lg — s Co = Cg + Cg

L’élément —1 en position (8,2) ne peut étre réduit a zéro car ses pivots de ligne
et de colonne sont nuls. On effectue la permutation cyclique lignes-colonnes:

{3,4,5,6,7,8} — {8,3,4,5,6,7}

et une similarité diagonale pour obtenir la matrice similaire M;q:

0 0

1 0 1 0

0 0 O 0 1 0

0 01 0 0 0 00
MQZOO()lO 00 010 _

0 00 010 00 0010

0 0000 1O0 0 0 0O0O0OT1TTQO0

1-11. 01 0 0 0 0 0 00O0OO0OT1O0

2 002 3 2110 2-1 1 0 2 3 3 10

30103 21010 30 01032110
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Les éliminations lignes-colonnes:

lg = lg - 3lg cg :=Cg t+ 309
lg = lg - 3[7 cr:=c7+ 309
lg = lg - 216 Ce := Cg + 209
lg:=1lg+ I3 C3 :=1C3— Cg
lg :=lg — 25 Co 1= o + 2¢9

produit la matrice similaire M.
L’élément 1 en position (9,3) de My peut étre mis & zéro par I’élimination
colonne:

C3 := C3 — C8

mais I'opération ligne correspondante:
lg = lg + lg

introduit 1 & la position (8,2). Cet élément ne peut étre mis & zéro par une
opération ligne puique 'on reviendrait & la similarité antérieure. Alors on ap-
plique I’élimination colonne:

Cy = Cg — C7
mais I'opération ligne correspondante:
l7 =17+ s

introduit 1 en position (7,1). On réduit cet élément & zéro par 1’élimination
colonnes-lignes:
Cl = C1 —Cs lﬁ = lﬁ"‘ll

(Popération ligne étant sans effet). On a donc la matrice similaire M7s:

i

NOODODOO OO —O

My =

WO OO0 O =D
NOOOoOOO O —O
)I—w—xoooooo
—ococoo~O
coocor o

o oo

clo ko

NN

WO OoOOoOOoOO0OO RO
clnooooooo
—oocoor~O
coocor o

o oo
clo R o

0
1

NG )

0
0 1 0

Cette derniere est clairement similaire & M;3 par élimination ligne si l'on se
rappelle que la colonne 10 est nulle.
L’élimination colonnes-lignes:

c3 =3+ 509 lg = lg - 5[3
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déplace I’élément non nul de la position (10,3) de Myz & la position (9,2).
L’élimination colonnes-lignes:

C9 := Co + dcg lg := lg — 5lo

le déplace de la position (9,2) & la position (8,1). Finalement, 1’élimination
colonnes-lignes:
c1:=c1+ 5er l7 == 17 — 5ly

le met a zéro.
Ceci termine la réduction a la forme de Jordan de M:

0 0

1 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 0 O 0 0 0 O
M13200010 NOOOlO

0O 0 0 0 1 0 0O 0 0 0 1 0

00 0 0 0 10 00 0 0 0 1 o0

00 0 0 0 010 00 00 0 010

00 0 0 0 0 0 1 0 00 0 0 0 0 01 0

0 05 0 0 0 0 0 1 O 00 0 0 0 0 O0UO0OT1T0O0
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