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Chapitre 1

PRELIMINAIRES

1.1 Probleme de Cauchy pour les équations dif-
férentielles du premier ordre

Considérons ’équation différentielle du premier ordre aux valeurs initiales:

y' =f(@y), y@)=n (L1)
On a le théoreéme qui suit.

Théoréme 1.1 Soit f(z,y) continue en x et y sur D = [a,b] x (—o0,00) et
lipschitzienne en y sur D, c’est-a-dire,

[f(@,y) = f(@,2)| <Lly— 2|  V(z,9),(z,2) € D. (1.2)

Alors (1.1) admet une et une seule solution y(z) € Cl[a,b], pour chaque valeur
initiale 0.

On trouve la démonstration dans les ouvrages sur les équations différentielles.

Définition 1.1 La constante L de (1.2) est la constante de Lipschitz.

Remarque 1.1 Si f € C*(D), on peut prendre la valeur de L qui suit:

L= sup |2@:Y) ‘ _

(z,y)eD

o (1.3)

Exemple 1.1 L’équation différentielle y' = Ay, y(a) = n, admet la solution
unique

y(@) = e,

1



2 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Il faut bien se rendre compte que
0

Donc L = |}A|.

1.2 Equations aux différences
Considérons I’équation auz différences d’ordre k aux coefficients constants a;:
akYntk + AGk—1Yntk—1 + ... + a0Yn = fn, n=12,..., (1.4)
ol
arag 7 0.
Une solution de (1.4) est une suite

{yn} ={v1,92,...}

qui satisfait (1.4).
Soit maintenant {z,} la solution générale de 1’équation homogéne

Ak Zntk + -+ aozp =0, n=12,.... (1.5)
Si {wy} est une solution particuliére de (1.4), la solution générale de (1.4) est

Si le second membre de (1.4) est constant, c’est-a-dire f, = f est indépendante
de n, et si

k
2 4 #0,
7=0
alors
k
Wy, = f/Zaj (1.6)
7=0
est une solution particuliere de (1.4).
Définition 1.2 Soient k solutions de (1.5),

{yn,m}a m=1727"'7k;
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celles-ci sont linéairement indépendantes si toute combinaison linéaire nulle:
blyn,1+b2yn,2+---+bkyn,k =0, n=12,...,

implique que
by =by=---=b=0.

Un ensemble de k solutions indépendantes de (1.5) se nomme un systéme fon-
damental.

Pour résoudre (1.5) on cherche des solutions de la forme
Ynm = Tpy- (1.7)

En substituant y, = r™ dans (1.5) on obtient le polynéme caractéristique

p(r) = apr® + ap_17* "+ - + aq. (1.8)
Si p(r) admet k zéros distincts r,,,m = 1,...,k, on peut montrer que {r"}, m =
1,...,k, forment un systéme fondamental de (1.5). Alors la solution générale de

(1.4) est de la forme

k
Yn = Z Cmtr, + .

m=1

Lemme 1.1 Siry = ro est un zéro double et rs, ..., sont des zéros simples
de p(r), alors nr} est aussi une solution de (1.5).

Démonstration: Par substitution,

ar(n + ) b a1 (n 4+ k= ettt g (4 Dt agnee?
= nrffapr? Fap it 4 Farr +ag] +
i agkr¥ ™ fap 1 (b — D)rf 2 4+ 4 a02r + ad]
nryp(ry) + it p/(r)
= 0+0,

puisque 1 est une racine double de p(r). O
Exemple 1.2 Montrer que les trois suites
{r"}, {nr"}, {n(n-1)r"}, n=0,1,2,..., (1.9)

sont linéairement indépendantes si 7 # 0.
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Résolution. On a

bir™ + banr™ + bgn(n — D)r™ = 0,
(b1 + nby + n(n — bz)r™ = 0, r#0,
g(n) :==by +nby +n(n—1)bs = 0, n=20,1,2,....

Or ¢(n) est un polynéme du second degré en n. Puisqu’il admet plus de deux
zéros distincts, alors g(n) = 0. Donc b; = by = b3 = 0, et par conséquent, les
trois fonctions en (1.9) sont linéairement indépendantes. [

En général, si p(r) = 0 admet s racines distinctes, rq,...,7s, de multiplicité
respective my,...,mg, my + -+ + my = k, la solution générale de (1.4), {yn},
s’écrit de la forme qui suit:

Yn = lapt+egntegn(n—1)+---+cimnn—1)---(n—my+2)r
[Cs,l + ¢s,2m + Cs’gn(’l’L - 1) +--- Cs,msn(n - 1) T (n —ms + 2)]T;L
+wnp,.

Exemple 1.3 Trouver la solution de ’équation aux différences

Ynt+4 — 4yn+3 + 5yn+2 - 4yn+1 + 4yn =4 (110)

qui satisfait les conditions initiales

Yo = 9,

vy = 0,

y2 = —4,

y3 = —12. (1.11)

Résolution: On obtient une solution particuliere, w,, par (1.6) puisque f, =4
est constante:
4

= =2.
1-445-4+4

Wn

Le polynéme caractéristique
p(r)y=rt —4r® +5r% —dr +4 = (12 +1)(r — 2)?

admet les zéros qui suivent:
i,—1i,2,2.

La solution générale est donc

Yn = C18” + co(—1)™" + 32" + c4n2™ + 2. (1.12)
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Les conditions initiales donnent le systeme linéaire

ci+e+e3+0c4+2 = 5
¢ — 1t +2c3+2¢c4 +2 =
—c1—Co+4c3+8c4+2 = —4

—tc1 + 1 +8c3+24c4 +2 = —12

dont la solution s’obtient facilement:

c1 = 1+i,

co = 1—i=g¢,
3 = ]-7

Cq4 = —1.

Alors la solution de (1.10)—(1.11) est
yn =1 +1d)i"+ (1 —0) (=) + 2" —n2" 4+ 2.
Cette solution est réelle puisque
(T414)i" + (1 —4)(—0)" = 2R(1 + )™

En effet, puisque les coefficients de I’équation aux différences (1.10) sont réels
de méme que les valeurs initiales (1.11), on s’attend & une solution réelle. La

substitution
i= ez'7r/2

dans (1.12) donne

Yn = 2(cos % — sin n77r) +(1—-n)2" +2. (1.13)

sous forme réelle. [

1.3 Meéthodes récursives pour les équations non-
linéaires
Pour résoudre I’équation nonlinéaire

y=9), (1.14)

on peut procéder par la récurrence:

gt = g(yl), [ arbitraire. (1.15)
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Définition 1.3 On dit que g est strictement contractante si

et — gl = |g(yl) — gyl 1)

< Myt -yl M <t
Si g est lipschitzienne de constante M < 1, g est srictement contractante.
On a le résultat qui suit.

Théoréme 1.2 Sig(y) est strictement contractante pour tout y, alors la récurrence
(1.15) converge vers l'unique racine de ’équation (1.14).

On peut trouver la démonstration dans Henrici [H1962], p. 216.



Chapitre 2

METHODES DE
RUNGE-KUTTA

2.1 Meéthodes a un pas explicites

Soit le probléeme aux valeurs initiales, appelé aussi probleme de Cauchy,

v =f(z,y), yla)=mn, (2.1)

ou f est continue en x et lipschitzienne en y.
Considérons la méthode générale & un pas explicite:

Ynt+1l — Yn = h¢($n;yn; h) (22)

ou z, = a+ nh.

La fonction ¢ n’est pas, en général, linéaire en y ni en f; on atteint ainsi un
ordre de précision supérieur. Les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes
a un pas du type (2.2) ou la fonction ¢ est d’une forme bien particuliere. Le cas
le plus simple est la méthode d’Euler:

Ynt1 = Yn = hf(Tn,yn) =: hfn. (2.3)
2.2 Ordre et convergence des méthodes a un pas
explicites

Définition 2.1 La méthodes (2.2) est d’ordre p si p est le plus grand entier
tel que la substitution de la solution exacte y(x) de (2.1) dans (2.2) donne une

7
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erreur d’ordre p + 1:

y(z +h) —y(z) - hé(z,y(z), h) = O(h"*). (2.4)
Notation 2.1 On note g(h) = O(h*) quand h — 0 si
g(h)

<M< oo quand h—0,

hp
et on dit que g(h) est d’ordre grand O de h? quand h tend vers 0.

Définition 2.2 La méthode (2.2) est consistante par rapport au probleme (2.1)
si

#(z,y,0) = f(z,y), (2.5)

ou f(z,y) est le second membre de I’équation différentielle (2.1).
On remarque que la consistance de (2.2) implique que (2.2) est d’ordre 1:
y(z + h) —y(z) — hé(z,y(z), h)
1
= () + 5% @) — hé(e,y(a),0)
= hly'(x) — ¢(x,y(x),0)] + O(h?)
= h[f(z,y(x)) — d(z,y(x),0)] + O(h?)
= 0+ 0(h?), par (2.5),
= O(h?).

_h26_¢

@ y(a). )

On remarque aussi que la méthode d’Euler (2.3) est I'unique méthode linéaire
de la forme (2.2); elle est consistante et d’ordre 1.

Définition 2.3 L’algorithme de Taylor d’ordre p est de la forme (2.2) avec ¢ =
pr:
h ) TP
ol
@ (z39) = L =1,2 1
f (xay)_% (xay(x))a qg=1,4,...,p— 1.

Théoréme 2.1 Soit ¢(z,y, h) continue en z,y et h sur D = [a,b] X (—00,00) X
[0, hol, ho > O et lipschitzienne en y:

|¢($7 y*7 h) - d)(m:ya h)' S M|y* - y|
sur D. Alors la méthode (2.2) est convergente si elle est consistante.

La définition de la convergence d’une méthode numérique, soit & un pas, soit
multipas, est l’objet du paragraphe 2.5 au chapitre 2. On peut trouver la
démonstration du théoréme dans Henrici [H1962], p.71.
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2.3 Dérivation des méthodes classiques

Les méthodes classiques de Runge-Kutta ont précédé les ordinateurs. Le choix
des coeficients convenait aux anciennes machines a calcul. On se restreint, dans
cette section, aux méthodes d’ordre au plus quatre.

La méthode de Runge—Kulta explicite & s stages se définit par ’algorithme qui
suit.

kl = f(.Z’, y)
(2.7)
i-1
ki = f $+hci,y+h2a,-jkj , 1=23,...,s,
j=1
S
i=1
Ynt1 = Yn + ho(Tn, yn, h). (2.9)
Dans ce chapitre, on adoptera I’hypothese simplificatrice suivante:
i—1
=) ay, i=23,...,s (2.10)
j=1
La consistance exige que
s
dbi=1. (2.11)
i=1
On récrit (2.8) et (2.8) sous forme de tableau de Butcher:
gl A
0] 0
C2 | G21
C3 | G31 @32
C4 | G41 Q42 Q43 (2.12)
Cs | As1 Qg2 Qg3 ... Oss—1
BT | by by by ... bs_i b

Tableau de Butcher d’une méthode de Runge—Kutta a s stage



10 CHAPITRE 2. METHODES DE RUNGE-KUTTA

On remarque que la matrice A est triangulaire inférieure stricte puisque la
méthode est explicite.

Pour éviter les calculs fastidieux, on va restreindre la dérivation aux méthodes
d’ordre 1, 2 et 3.

On introduit la notation

F o= fotfly=1",
(2.13)
G = f:cz+2ffmy+f2fyy:
ou 5
F= i), fo= @), et
Alors
FO = foat2ffoy+ Pl + fofy + 1}
= Ff,+G.
La méthode de Taylor (2.6) devient donc
1 1
ér(z,y,h) = f + 5hF + ghQ(ny +G) 4+ 0(h?). (2.14)
On développe k; et k3:
ky = f+heafy + hanki fy +
1
5h2 (€3 frz + 2c2a21K1 foy + a3 K7 fyy] + O(R®)
(on emploie as = ¢2 et ky = f)
1
= f+helfs + ffy] + §h203[fzw +2f foy + f2fyy] + O(h3),
c’est-a-dire )
ky = f + hexF + 2?66 + O(h); (2.15)

ks = f+hlesfs + {az1kr + az2ka} fy] +
1
§h2[c§fm + 2c3{asik1 + as2ko} foy + {asikr + as2ka}? fyy] + O(R?)

(on emploie ag; = c3 — asa)
= f+hlesfo +{(cs —az2)f + as2(f + hea F)} fy] +
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%h2[C§fm + 2c3{(c3 — az2) f +azaf} foy + {(c3 — az2) f +az2f}2fy] +
0(h?)

(on a rejeté dans O(h?) les termes en h?)

= f + h‘CB[fE + ffy] + h2{02a32ny + %cg[fmz + 2ffa:y + f2fyy]} +

o(r?),
c’est-a-dire
ks = f + hesF + b <C2a32ny + %ch) + O(h?). (2.16)
Enfin
(x,y,h) = biki + baka + baks
= (b1 + b2 + b3) f + h(baca + bacs)F + (2.17)

S PhscaasnFf, + (b + bsc}G] + O(KY)

Les coefficients de 1, h et h? doivent coincider avec les termes correspondants de

¢r(z,y,h) = f+ %hF+ éhZ(ny+G) + O(h?), (2.18)
suivant l'ordre de précision désiré.
Pour s =1 (un stage), on a une seule équation de condition:

b =1,
puisque by = b3 = --- = 0. Alors
¢(z,y,h) = f(z,9);
c’est la méthode d’Euler:
Ynt1 = Yn + hf(Tn, Yn). (2.19)

Le premier terme de Derreur est 1h*F = O(h?).

Pour s = 2 (deux stages) on a 2 équations de conditions & 3 inconnues:

by +b = 1,
(2.20)

bQCQ = =
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puisque b3 = by = --- = 0. Alors avec
1
b1:07 b2:1; 62255

on a la méthode d’FEuler modifiée:

1 1
Ynt+1 = Yn + hf (-’En + Eh; Yn + ihf(xnayn)> . (2'21)

Le premier terme de lerreur est $h3(Ff, + G) = O(h®).
Avec 1
b1=b2=§, CQZ].,

on a la méthode d’Euler améliorée:
1
Ynt+1 = Yn + §h[f(wnayn) + f(@n + By Yn + hf (20, yn)]- (2.22)

L’erreur est de I'ordre de O(h?).

Pour s = 3 (trois stages), on a 4 équations de condition & 6 inconnues puisque
by = 0.

bl + b2 + b3 = ]_,
1
bacy + bzeg = 5, (2.23)
. 1
bzcg + bgc§ = _,
3
1
b302a32 = 6
Avec ) 3 . ) )
b = - b = b = - = — - — .
1 4’ 2 0’ 3 4’ C2 3’ C3 3’ as2 3’
on a la méthode de Heun du 3¢ ordre:
h
Yntl1 = Ynt Z(kl + 3k3)
ki = f($nayn)a
1 1
ky = f@a+ 3hyn + Shk), (2.24)
k flzn + 2h + th )
= In Q' In = -
’ g/ yn T gl
Avec ) 5 ) .
bl:gv b2=§, b3:6’ ¢ =3, c3=1, aszx =2
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on obtient la méthode de Kutta du 3¢ ordre:

yn+1
ky

Il

ko
ks =

h
Yn + g(kl + 4k2 + k3)
f(@n,yn),
1 1
f (:L.n + Ehayn + §k1> )

F(@n + hyyn — bk + 2hk).

13

(2.25)

Pour s = 4, on donne sans dérivation et sous forme de tableau deux méthodes
de Runge-Kutta du quatriéme ordre, la classique (1/3) et une autre (3/8), la

premiere utilisant Simpson 1/3 et la seconde Simpson 3/8.

c A

0 0

1/21/2 0

12 0 172 0

1 0 0 1 0
o7 | 1/6 2/6 2/6 1/6

Runge-Kutta classique d’ordre 4 (1/3)

c A

0 0

1/3 ] 1/3 0

2/31-1/3 1 0

1 1 -1 1 0
b | 1/8 3/8 3/8 1/8

Runge-Kutta d’ordre 4 (3/8)

2.4 Meéthodes d’ordre supérieur a quatre

(2.26)

(2.27)

Notons 'ordre maximum, p*(s), des méthodes de Runge-Kutta & s stages. On
a démontré que p*(s) satisfait les inégalités qui suivent.

S, s=1,2,3,4,
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p(7) = 6, (2.28)
p*(8) = 6,

p*(9) = T,

p*(s) < s-3, s =10,11,....

A titre d’exemple, on donne deux méthodes sous forme de tableaux. On ne
répete pas le dénominateur de chacune des lignes de la matrice A ni celui du

vecteur bT.
c A
0 0
1/3 1/3 0
2/5 | 4/25 6/ 0
V| 14 a2 15/ o0 (2:29)
2/3 | 6/81 90/ -50/ 8/ 0
4/5 | 6/75 36/ 10/ 8/ 0/ 0
b7 | 23/192 0/ 125/ 0/ -81/ 125/
Kutta—Nystrom d’ordre 5 & 6 stages
c A
0 0
1/9 1/9 0
1/6 | 1/24 3/ 0
1/3 1/6 -3/ 4/ 0
2| 58 21/ w24/ 6/ 0 (2.30)
2/3 | 221/9 -981/ 867/ -102/ 1/ 0
5/6 | -183/48 678/  -472/ -66/ 80/ 3/ 0
1 716/82 -2079/ 1002/ 834/ -454/ -9/ 72/ 0
bT | 41/840 0 216/ 27/ 272/ 27/ 216/ 41/

Huta d’ordre 6 & 8 stages

2.5 Bornes de ’erreur de méthode

Définition 2.4 L’erreur de méthode a z,1 de la méthode explicite & un pas
(2.2):
Ynt+l = Yn + hﬂa(xn; Yn, h)7
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est notée et définie comme suit:

Toy1 = yY(@nt1) — Y(@n) — hd(@n,y(zn), h) (2.31)

ol y(z) est la solution théorique de y' = f(z,y), w(a) =n.
Définition 2.5 L’erreur de méthode locale, c’est-a-dire avec y,, = y(z,,), est

Tn+1 = y(xn-i-l) —Yn — h¢(xna Yn, h)
= Y(@Tn+1) — Ynt1-

L’erreur de méthode globale est notée

ent1 = Y(Tnt1) = Ynt1-

Définition 2.6 Le terme principal de lerreur de (2.2) d’ordre p est

) (@n, y(zn) hFH

ou
Tr1 = Y(Tn,y(z,)) WP + O(WPF?) (2.32)

et Y (z,y) est la fonction principale de Derreur.

Exemple 2.1 Pour s = 2 —cas général— par (2.31),

Tn+1 = y(xn-‘rl) - y(xn) - h¢($n; y(xn)a h) (2'33)
= y(wn) + h(pT(mnay(mn);h)
~y(x5) — hd(zn,y(x5), h);

alors par (2.14) et (2.18),

Tht1 = h [f + %hF + %hQ(ny + G)] +0(h)

m:mnvy:y(mﬂ)
1
—h[(by + b2) f + hbacoF + 5fﬂz;ch(;]z:mn,y:y(zn) + O(h"),
et par (2.21) pour la méthode du second ordre,

1 1 1
Tn+1 = h3 |:6ny + (6 - ZCQ) G:| + O(h4)
T=Tn,y=Y(Tn)
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Donc la fonction principale de Perreur de la méthode générale de Runge—Kutta
d’ordre 2 est

W%w=%Fh+<%—i®>G (2.34)

Bornes supérieures de Lotkin sur .

Supposons que sur z € [0,b],y € (—o0, 00), on ait
Ppiti
Qi

ou P et () sont des constantes > 0 et p est 'ordre de la méthode. Alors

oitif
Oxtoy’

[f(z,9)] < Q, i+j<p, (2.35)

<

[fyl <P,
IF| = |f. + ££,| < PQ + QP = 2PQ,
IG1 = 1faw +2f foy + P fin < P°Q +2QP” + Q*P*/Q = 4P*Q.
Donc pour s = 2, (2.34) implique

1 1 1
el < gIFAI+[g - e

|G|

1 12
< §PQ+ﬂ——@4ﬁQ

3
(1+‘2—C2)P2Q5

3 |3

alors on a la borne pour P’erreur locale principale
1 ]2
[ (@ny(zn))h®| < (5 + ‘5 —C2

)Mﬁg
Pour s = 3, on a une borne semblable
|Tht1] < COnSt(CQ,CS)h4P3Q. (2.36)

Dans le cas classique, pour s =4, on a

73
|Ti1| < ?iah?P4Q. (2.37)

Bornes supérieures de Bieberbach

Dans le cas classique, pour s =4, on a

|Tt1] < GRPQN(1 + N + N? + N® + N*) (2.38)
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o, dans le voisinage |z — zo| < A, |y — yo| < B,

0" f(x,y)
oxdyi Q-

)] < Q, ‘ ivj<4,

|z —zo|N < 1et AQ < B.

On peut démontrer que I’erreur globale est O(hP) si ’erreur locale est O(hPt1),
c’est-a-dire
[ Tps] < Kh?*! (2.39)
implique
WK
len| == y(zn —yn| < I [eL(z"fa) - 1] (2.40)

ou L est la constante de Lipschitz de f(x,y) par rapport & y.

Dans le cas classique RK4, Carr a obtenu une autre borne de 'erreur globale si
|T| < E et si dans une région D du plan zy,

0
—M2<—f<—M1<0,
Oy

alors, dans une autre région correspondante D*,

2F
e < 22 (2.41)
pourvu que
(M, 4M3
h < min {Mg, W .

On peut remarquer les faits suivants:
(1) Les bornes sont difficiles & appliquer.
(2) On ne peut controler h au moyen de (2.36) et (2.37).

(3) Les bornes sont utiles parce que les méthodes RK sont souvent utilisées pour
le démarrage.

(4) On peut choisir les parametres libres pour minimiser la borne de lerreur
locale.

Exemple 2.2 Considérons RK4 classique. Soit
y' = et0@v), y(0) = 0.1.

Démarrer 3 108 pres, en se référant & la borne de Lotkin pour déterminer h.
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Résolution.
0" f(z,y) 1 i+7 10(z—
= l0@—y) I\ I) _ q)i10itielO(e—y)
f(ny) € Y 6$Zayz ( ) 0 €
Si |f| < @ pres de 0, alors
|f$|7 |fy| < 10Q7

faals  fayl,  |fyyl £10°Q,
|fw:m|= |fﬂva|v |fwyy|v |fyyy| S 103@7

|fzzzz|; sy |fyyyy| S 104Q
Par (2.35), on cherche P et @ telles que
<@,

|fl <QP, |fyl <P,
|foxl < QP2 |fuyl < P2,|fuyl < P%/Q,
|fraz| < QP?,
| fozeal < QP*.

On voit que P = 10 et 0 < @ < 1 font affaire. De plus f(zo,y0) = f(0,0.1) =
e~1 = 0.368. Faisons 'hypothése gratuite: |f(z,y)| < 0.368 pres de (0.0). Alors,
par (2.37)

73
1 4 5
|Tn+1| < —720 0% x 0.368h°.

POUI‘ ‘T’I’L-’- | < 10 5 on prend

Donc

ce qui donne
h~08x1072. O

Exemple 2.3 Résoudre le probleme de ’exemple précédent sur 0 < z <1 avec
RK4 classique (2.26) et h = 0.01. Comparer I’erreur avec l'erreur globale (2.40)
et (2.41) et la borne (2.39).
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Résolution. La solution analytique est
1 10z
y(m):ﬁlog(e +e—1).

D’apres la table 13 de Lambert, on voit que pour z € [0, 1],

—-01<z—-—y <0,
donc
et < flz,y) < 1. (2.42)
Donc avec P =10,Q =1 (v. ex. 1), (2.35) implique
73
T, =—10*h° = 1014A°
| n+1| < 720 )
ce qui donne
K =1014

dans (2.39).
Pour calculer la constante de Lipschitz L pour f, on voit que
fy = —10e°C"¥) = _10f;
alors z € [0,1] et (2.42) donnent
—10e~* > f, > —10, (2.43)

c’est-a-dire

L =10.
On voit que (2.40) donne

len| < 1014 x 107%[e'%%» — 1] <1073,
D’autre part, par (2.43) (v. table 13 col. 4) on peut appliquer (2.41) avec
M; =10e™ !, M, =10
a condition que
1 2

.1 —3
h < min [1—06 » g€ ] = 0.02.

Le choix de h = 0.01 satisfait cette exigence, donc (2.41) est valide avec
E = Kh?*t' = 1014 x 10~ 1.

On a donc la borne
2028 x 08
enl < pe1
Donc les deux bornes sont trop fortes parce que 'erreur est de ’ordre de 1078.
([l

= 5.5 x 1076,
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2.6 Estimation de ’erreur de méthode

On considere quelques facons d’estimer ’erreur locale.

1. L’extrapolation a la limite de Richardson avec h et 2h:

y($n+1) —Yn+1 = ¢($n; y(mn))hp—H + O(hp+2)7 (2'44)
y(mn—{—l) - y;;-i—l = ¢($n71; y(xn—l))(2h)p+1 + O(hp+2)
= Y(@n,y(zn)) (20" + O(RPF?). (2.45)

On soustrait (2.44) de (2.45):

Ynt1 = Ynp1 = (27 = D)p(@n, y(2a))BPT + O(RPF?),

ce qui donne ’erreur locale principale:

$(@n, y(@n)) WP = (yni1 — ynax) /(277 = 1). (2.46)

Cette méthode donne un controle adéquat de h mais cotute 50 pourcent de plus
si on fait le controle a tous les 2 pas.

2. Moyenne de Derreur locale proposée Scraton. Pour RK4 classique, on a

30T 43 = 10yn + Yni1 — 18Yny2 — Ynt3 + 3h[fn + 6 fny1 + 3fnga].  (2.47)

Cette fagon n’est pas tres bonne quand l’erreur locale change rapidement, c’est-
a~dire quand on veut vraiment controler le pas, en effet, cette estimation dépend
des valeurs antérieures.

3. Merson & 5 stages du 4°™¢ ordre.

c A

1/3|11/3

1/3|11/6 1/6

1/2]1/8 0 3/8

1 [1/2 0 -3/2 2

T [1/6 0 0 4/6 1/6

On a lestimation
307,41 = h(—2k1 + 9k3 — 8k4 + k5).

Techniquement, cette estimation n’est valide que pour les équations différentielles
de la forme
y =ar+by+c.
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4. Scraton & 5 stages du 4°™¢ ordre, valide pour les équations différentielles
nonlinéaires.

c A

2/9 2/9

1/3 1/12 1/4

3/4 69/128 —243/ =270/

9/10 | —3105/10000 18225/ —11016/ 4896/

b7 17/162 0 81/170 32/135 250/1377

On a l'estimation
Tny1 = hgr/s

ou

= —1/18ky + 27/170ks — 4/15k4 + 25/153k5
= 19/24k; — 27/8ky + 57/20ks — 4/15k,
s = k4 — k‘l.

Cette estimation est nonlinéaire dans les k;; donc elle ne s’adapte pas aux
systemes d’équations différentielles.

5. Méthode d’England emboitée & 6 stages d’ordre (4,5), c’est-a-dire (c, A,b)

forment une méthode d’ordre 4 et (c, A, b) forment une méthode d’ordre 5. Voici
le tableau de Butcher modifié de cette paire de méthodes.

c A

172 172

1/2 1/4  1/4

1 0 -1 2

2/3 /27 10/ 0/ 1/

1/5 28/625 —125/ 546/ 54/ 378/

b” 1/6 0 4/6 1/6 0 0

b” 1/24 0 0 5/48  27/56 125/336
bT -bT=ET | -1/8 0 -2/3 —-1/16 27/56 125/336

Remarque. Sans ’estimation de I’erreur, on a une méthode a 4 stages: ki, k2, ks, k4.

Résumé. Les estimations de ’erreur locale sont une moyenne sur un nombre
de pas ou requiérent une ou plusieurs évaluations additionnelles de f.
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2.7 Stabilité absolue des méthodes

On linéarise ’équation différentielle, c’est-a-dire on considere I’équation test:

y' = Ny.
On voit que
% = \ = constante.
dy
Appliquons RK générale avec s = 3 a ’équation test. Alors
ko= flzy) =N
k2 = f(x+ hea,y+ heaky) = Ay + heady] = Ay[1 + cah]
ks = f(z +hes,y + h(cz — asz)ky + haszks)

= /\[y + h)\y(C;; — a32) + h/\ya32(1 + CQ]’L)\)]
= )\y(]. + Cgh)\ + Cza32h2)\2);

alors
o(x,y,h) = biki + boks + b3ks
= )\y[(bl + ba + b3) + (baca + bscs)hA + b362a32h2)\2]

et
Yn+l — Yn = h/\[(bl + by + b3) + (b202 + b303)h)\ + b302a32h2)\2]yn.

Si on note h = hA, on obtient:

Yn+1
Yn

=1+ (bl + by + b3)iL + (b262 + b363)ﬁ2 + b362(132ﬁ3.

La solution générale est
yn = drir7, dy une constante arbitraire,

ou
r = 1+ (bl + b2 + b3)ﬁ + (bQCQ + b3C3)iL2 + b302a32ﬁ3. (248)

Définition 2.7 Une méthode RK & 3 stages est absolument stable sur («, 3) si
Il <1,  he(ap)
Si RK est consistante, alors (2.18) implique

by +ba+b3=1
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Figure 2.1: Intervalle de stabilité absolue des méthodes RK explicites d’ordre 3.

et ~ ~
ri =1+ h+ O(h?).

Donc pour h > 0 petit, r; > 1; donc lintervalle de stabilité absolue est de la
forme
(a,0), a<0.

Si RK & 3 stages est d’ordre 3, alors (2.23) implique
baca + bzes = 1/2, bscoazs = 1/6,

et i 1, 1.,

1=14+h+ §h + Eh .

Conclusion: Puisque (2.23) est satisfaite par toutes les méthodes RK d’ordre 3,
Iintervalle de stabilité absolue (—2.51,0) est le méme pour toutes les méthodes

RK & 3 stages d’ordre 3. A la figure 2.1, le graphique de 71 (h) montre que
Pintervalle de la zéro stabilité est (—2.51,0). On généralise le résultat précédent
par une autre méthode. Pour une méthode d’ordre p, de (2.8)—(2.9) il vient

SOT(math) - (p(maya h) = O(h‘p)7
donc
Ynt1 = Yn + hor(Tn, Yn, h) + O(RPTT)

h2 1 hp 1 1
Yn + hf(wmyn) + gf( )(mmyn) + 4+ E.ﬂpi )(wnayn) + O(hp+ )7
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et pour ’équation test y' = Ay.

F@ntn) = Mny P @noyn) = Ay, ¢=1,2,...,p—1.

Donc ) .
Ynt1 = Yn + (BA + 5712,\2 +- 4 ph”/\p)yn + O(h* ),
et 7 :
Yntr _ . _ 2 N +1
y—n_rl_1+h+§+ +p!+0(hp ). (2.49)

Mais pour une méthode & s stages: r; est un polynéme de degré s en h. Si
82p:17253a47 _ _
- h? hP
r1:1+h+ﬁ+“-+ﬁ (2.50)
pour une valeur quelconque des parametres libres, qui satisfait les équations de
condition. Donc pour p = 1,2, 3,4, toutes les méthodes de RK, dont I’ordre p
est égal au nombre de stages s, ont la méme région de stabilité absolue.

Sip<s,

B2 oo

= T q

r1—1+h+2!+ +p!+ E Yeh?,
g=p+1

ou les 7, sont fonctions des coeflicients de la méthode RK mais ne sont pas
déterminés par les conditions de 1’ordre p. Alors la région de stabilité dépend
du choix des parametres libres.

Exemple Si s = 3, et ’ordre est 2, on doit satisfaire seulement les 2 premieres
équations (2.18). Alors (2.48) implique

ri =14+ h+1/2h% + y3h3,

ol 3 = bzcaaza. Si vz = 0, lintervalle de stabilité absolue est (—2,0), si
v3 =1/6, il est (—2.51,0), et si y3 = 1/12 il est (—4.52,0).

Exemple 2.4 Illustrer 'effet de 'instabilité absolue avec RK 4 classique pour
les problemes suivants:

(1) ¥ =-20y, y(0)=1,avec h=0.1et0.2.

(ii) y' = —bxy?+5/x—1/2%, y(1) =1, avec h =0.2,0.3 et 0.4.

Pour (i), f, = —20,h = 20h et l'intervalle de stabilité absolue est (—2.78,0).
Avec

h = 0.1, h=—-2¢€ (-2.78,0),
h = 0.2 h=—-4¢(-2.78,0).
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Voir la table 17 du manuel a la page 139.

Pour (i4), fy = —10zy = —10 pour la solution théorique y = 1/z. On remarque
que f, # constante le long des solutions voisines. Avec A = —10 et h = —10h,
pour les valeurs de h données on a

h = 02, h=-2€(-2.78,0),

h = 03, h = —3 ¢ (—2.78,0) mais assez pres,

h = 04, h=—4¢ (-2.78,0) et assez éloigné.
Voir la table 18 du manuel a la page 140.

2.8 Paires de formules de Runge—Kutta avec in-
terpolants

On présente sous forme de tableaux la paire de formules bien connue de Runge—
Kutta—Fehlberg d’ordre 4 et 5 & 6 stages, RKF(4,5)6, et quatre paires de formules
de Dormand—Prince respectivement d’ordre 4 et 5. On modifie la notation pour
suivre les articles sur le sujet: k; devient f; Les vecteurs b7 et b7 sont associés
respectivement aux formules d’ordre inférieur et d’ordre supérieur. Les fractions
sont réduites. On écrit
f1n+1 = f($n+1:yn+1)'

Les paires sont DP(4,5)6M, DP(4,5)7M, DP(4,5)7C et DP(4,5)7S, d’ordre 4 et
5 & 6, respectivement, a 7 stages. Les lettres M, S et C indiquent resp. qu’on a
minimisé le terme de l’erreur, maximisé le domaine de stabilité absolue, et fait
un compromis entre les deux premiers cas.

2.8.1 La paire RKF(4,5)6 avec interpolant

c | A
il 0 0
1 1
fa 1 1 0
3 3 9
s 3l = 32 0
f 12 | 1932 7200 7296 0
4 13 | 2197 2197 2197
439 3680 845
fs 1| 3% 8 513 1104 0 (2.51)
f 1 | 8 2 3544 1859 11 0
6 2 27 2565 4104 10
~ T 25 1408 2197 1
Unt1 b 16 0 2565 1104 5 0
pT | 16 0 6656 28561 _9 2
Ynt1 135 12825 56430 50 55
| 1559 0 153856 68107 243  _ 2106
Yn+o0.6 12500 206875 2612500 31250 34375
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Paire de Fehlberg d’ordre 4 et 5 & 6 stages
L’interpolant d’Hermite d’ordre 4 est alors

uo(zn + 7hy) = do(T)yn + di(T)hn fi + do(T)ynt1
+d3 () hn 1 + da(T)Yn 0.6 (2.52)

avec les polynomes d’interpolation d’Hermite

wn = =17 (1-37) (Fr+1)

di(r) = 7(r—-1)° (1 - gT>

do(1) = 72 (Z — Zr) (97 — 11) (2.53)
ds(r) = T*1—1) (gT - g)
de(r) = @7‘2(7 —1)2.

L’interpolant d’Hermite—Birkhoff d’ordre 5 s’obtient alors par le processus
du boot-strapping d’Enright et al.:

u1(zn +7hy) = do(T)yn + di(T)hnfi + do(T)yn+1
+d3 (T)hn {1+1 + d4 (T)hnf7 + d5 (T)hnfSa (254)

ol
fr = f(xn + 0.86hn, ug(xy + 0.86h,))

et

396851 3018031 90601
11250000”™ ™ 5000000”™+ " 3600007+

27391 168259
_hn n+1
(3750000f 1+ 25000007 ) ’

uy (z, + 0.86h,) =

fs = f(xn + 0.93h,, uo(x, + 0.93h,))
et

237699 75064671 47089

7200000007 T 800000007+ T §400007"+0-6
~ 50127 1997919 .,
"\ 200000007" " 200000007 )

vy (zy, + 0.93h,,)
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avec les polynomes d’Hermite—Birkhoff

375 5 8925 , )
o Pt or 41 (r—1
do(T) (647 o1’ T >(7‘ )

_[B375 , 19062325 ,
d(r) = T<3968T 8189952T+1> (r=1)

do(r) = -7 (%1573 B 210092245T2 12?;9T B 111092947> (2.55)
dy(r) = 72 (12233572 -+ 2120901345227) (r=1)

d(r) = (718516285T - 417097583718245) (r=1°

d(r) = - (2§§§;5T B 8174354832745) (r=1)%

On passe maintenant aux paires de Dormand—Prince. Martine Calvé, dans sa
these de M.Sc., a étudié les méthodes DP(4,5)6M, 7M et 7S dans la norme
uniforme.

2.8.2 La paire DP(4,5)6M avec interpolant

c | A
bil 0 0
1 1
fa 5 5 0
3 3 9
s %l w6 w0
f 3 | 3 _9 6 0
4 5 10 10 5
f 2 | 226 _25 880 55 0
5 3 729 27 729 729 (2.56)
f 1 | _ 181 5 __266 _91 189 0
6 270 2 297 27 55
; T | 3L 190 145 351 1
Ynt1 b 540 0 297 108 220 20
bT | e 1000 _125 81 5
Ynt1 216 2079 216 88 56
16069 0 9782 1931 217161 _ 1149
Yn+0.6 187500 20625 7500 687500 62500

Paire de Dormand-Prince 6M d’ordre 4 et 5 & 6 stages

L’interpolant d’Hermite ug(x,, +7h,) d’ordre 4 est le méme que celui de la paire
RKF(4,5)6 (2.52) puisqu’on interpole au mémes points.
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L’interpolant d’Hermite—Birkhoff d’ordre 5 s’obtient alors par le processus
du boot-strapping d’Enright et al.:

u1(Tn +7hy) = do(T)yn + di(T)hnfi + da(T)Ynt1
+d3(T)hn 17 + da(T) g fr + d5(T)hn fs,  (2.57)
ou

fr = f(xn + 0.05h,, ug(x, + 0.05h,))

et

281941 2321 | 361
28800 7™~ 12800077+ T 9216Y7 106

3971 209
+hn ( fi+ n+1) ,

w1 (2, + 0.05h,) =

96000 6400071

fs = f(xn + 0.95h,, uog(xy + 0.95h,))

et

1883 123823 361
288007™ T 1280007+ T 921677106

133 2527 i1
~hn (96000f1 * 540007 ) ’

u1 (T + 0.95h,) =

avec les polynomes d’Hermite—Birkhoff:

do(r) = —é(zmof3 — 24072 — 1227 — 61)(7 — 1)?

di(r) = ﬁT(ll‘lﬁl(}l} — 118207 + 1159) (1 — 1)?

do(7) = 6%72 (4807° — 12007 + 8387 — 57) (2.58)
ds(t) = %5972(1144072 — 110607 + 779)(1 — 1)

di(r) = — 110040301 2(14471 — 133) (1 — 1)?

ds(t) = 1000 72(1441 — 11)(1 — 1)°.

10431
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2.8.3 La paire DP(4,5)7M avec interpolant

c | A
f1 0 0
fa % % 0
3 3 9
i %l % 10 0
4 44 56 32
oo 31 B ~15 T 0
f 8 | 19372 _ 25360 64448 212 0
5 9 6561 2187 6561 729
f 1 | 9017 _ 355 46732 49 _ 5103 0
6 3168 33 5247 176 18656
f 1 | 35 0 500 125 2187 11
7 384 1113 192 6784 84
- pT 5179 0 7571 393 92097 187 1
Yn+1 57600 16695 640 339200 2100 10
pT | 35 0 500 125 _ 2187 11 0
Ynt+1 384 1113 192 6784 84
5783653 0 466123  _ 41347 16122321  _ 7117 183
Yn+0.5 57600000 1192500 1920000 339200000 30000 10000
(2.59)
Paire de Dormand-Prince 7TM d’ordre 4 et 5 & 7 stages
L’interpolant d’Hermite d’ordre 4 est alors
Ug (IL'n + Thn) = d() (T)yn + dl (T)hnfl + d2 (T)yn—i-l
+d3(T) 7 4 da(T)Ynsos (2.60)
avec les polynomes d’interpolation d’Hermite
do(t) = (1—1)*(1—27)47 +1)
di(t) = 7(r—=1)%1-27)
do(1) = 7%*(1—27)(41 —5) (2.61)
ds(t) = 7*@2r—1))(r-1)
dy(1) = 167%(r —1)2

L’interpolant d’Hermite—Birkhoff d’ordre 5 s’obtient alors par le processus du
boot-strapping d’Enright et al.:

u1(zn +7hy) = do(T)yn + di(T)hnfi + do(T)yn+1
+d3(T)hn {1+1 + d4(T)hnf8 + dS(T)hana (262)

ol
fs = f(@n + 0.05hn, uo(x, + 0.05h,))
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et
9747 27 361
05h,) = ——ly L il
U1 (:cn + 0.05 n) looooyn 25003/n+1 + 10000yn+0.5
3249 171 0
ha (80000f L+ 300007t )
fo = f(xn + 0.95h,, ug(x, + 0.95h,))
et
27 9747 361
0.95h -
w1 (@n + n) 25007" T 100007+ T 1000070

171 3249 ...
fin (soooof ' * 800007 )

avec les mémes poylndmes d’Hermite-Birkhoff (2.58) que pour DP6M puisqu’on
interpole aux mémes points.

2.8.4 La paire DP(4,5)7C avec interpolant

c | A
fi 0 0
1 1
f2 5 5 0
3 3 9
i Bl o 0 0
f1 6 | 264 90 840 0
13 | 2197 3197 2107
) 2 | 932 14 3256 7436 0
5 3 3645 27 5103 25515
fo 1 | 367 30 9940 29575 6615 0
513 19 5643 8208 3344
fr 1 | 35 0 8500 28561 405 19
132 14553 84672 704 196
- I;T 11 0 6250 _ 2197 81 171 1
Ynt1 108 14553 21168 176 1960 10
T | 35 0 8500 28561 405 19 0
Yn+1 132 14553 84672 704 196
39893 0 11654 _ 106789579 455463 47519 39
Ynto.5 864000 14553 196344000 1408000 1060 000 2500

(2.63)
Paire de Dormand—Prince 7C d’ordre 4 et 5 & 7 stages

L’interpolant d’Hermite d’ordre 4 est le méme que pour DP7M:

T)Yn + di(T)hn f1 + do(T)Ynt1

'U,o(xn + Thn) = do(
+ds(T) I + da(T)yYntos (2.64)
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avec les mémes polynémes d’interpolation d’Hermite (2.61).

L’interpolant d’Hermite—Birkhoff d’ordre 5 s’obtient alors par le processus du
boot-strapping d’Enright et al.:

U1 (.’L‘n + Thn) = d() (T)yn + dl (T)hnfl + d2 (T)yn+1
+ds(7) [7 T + da(7) b fs + ds(T) B fo, (2.65)

ou
fs = f(@n + 0.90hn, ug(x, + 0.90h,))
et
23 567 81
uy(xy + 0.90hy,) = R + G5 Y+t + o5 Yntos
9 81 .y
~hn (1250fl T 125071 ) ’
fo = f(@n + 0.95hn, uo (2 + 0.95h,,))
et

27 9747 361

~25007" T 100009~ T 10000700

—hn( 171, 3249 nﬂ),

u1(zpn, + 0.95h,,)

80 000 80000”"
avec les polynomes d’Hermite—Birkhoff

1

do(r) = 4—6(24073 — 3757% 4 927 + 46) (7 — 1)

di(r) = 1517327(19 4407° — 349757 + 15732) (1 — 1)°

do(1) = —%#(24073 — 85572 4 10827 — 513) (2.66)
ds(r) = é#(s 8407 — 106357 4+ 4617)(t — 1)

dy(1) = —%#(14@ —133)(1 —1)?

ds(t) = —MT2 (321 — 27) (17 — 1)%

437
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2.8.5 La paire DP(4,5)7S avec interpolant

c | A
fi 0 0
2 2
fa 5 5 0
1 1 1
i3 & i 0
f 5 | 55 _ 25 50 0
4 9 324 108 81
f 2 & L el _9 0
5 3 330 22 66 110
19 9 1 27 22
fo 1] -% -1 7 -3 7 0
F 1] L 0 3 _243 33 7
7 200 5 100 10 80
S pT 431 0 333 __ 7857 957 193 1
Ynt1 5000 500 10000 1000 2000 50
T 19 3 _ 243 33 e
Ynt1 b | 200 0 5 200 10 80 0
140621 0 150003 _ 3797037 271887  _ 1987  __ 483
Ynto.5 2000000 200000 4000000 400000 800000 10000
(2.67)
Paire de Dormand—Prince 7S d’ordre 4 et 5 & 7 stages
L’interpolant d’Hermite d’ordre 4 est le méme que pour DP7M:
Ug (.’L‘n + Thn) = d() (T)yn + d1 (T)hnfl + d2 (T)yn—i-l
+1
+d3(T) [ + da(T)Yn+0.5 (2.68)

avec les mémes polynémes d’interpolation d’Hermite (2.61).

L’interpolant d’Hermite—Birkhoff d’ordre 5 s’obtient alors par le processus du

boot-strapping d’Enright et al.:

ur(zn +7hy) = do(T)yn +di(7)hnf1 + do(T)Ynt1
+d3 (1) [T + da(7)hn fs + ds () hn fo,
ou
fs = f(zn + 0.86h,, uo(z, + 0.86h,))
et
48951 648999 90601

~7812507" T 7812507+ T 3006250
( 18963 116487 . +1>
—Itn )

uy (z, + 0.86h,) =

1562500101 + 1562500°*

fo = f(z, +0.94h,,, ug(z, + 0.94h,,))

(2.69)
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et

78 753269 10881
7812507 T 7812507 T 39062577100

4653 72897 ...
~hn (1562500f ' F 5625007t )

ui (zy, + 0.94h,) =

avec les polyndomes d’Hermite—Birkhoff

do(r) = %(300073 — 450077 + 10427 + 521) (7 — 1)?

di(r) = ﬁr(mmmoﬁ — 24353757 + 1052941) (1 — 1)?

do(r) = —%#(27 — 3)(150072 — 30007 + 2021) (2.70)
dy(r) = 10;4172 (40650072 — 6906257 + 295066) (7 — 1)

dulr) = o (8807 — 99)(r — 1)

di(r) = — o (1207 — 559)(r 1)

2.8.6 La paire DP(4,5)7M avec interpolant de Calvo—Montijano—
Randez

M. Calvo, J. I. Montijano et L. Randez ont construit un interpolant d’Hermite
ui(xy + Thy) d’ordre 5 pour les formules DP7M. On le donne sous forme de
tableau:

@4{

b (2.71)
Cg | ag

Cy | Qg
Voici les valeurs des composantes des deux derniéres lignes du tableau:

1277 643

“=60000 7 1500°
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ag1 = +.9883325946430815 D — 01
aga = +.6820075031771576 D — 01
ags = +.6068825543094545 D — 01

ags = +.3359191935282495 D — 01
age = —.1840000000000000 D — 01
ag7 = +.1703792156426571 D — 01

CHAPITRE 2. METHODES DE RUNGE-KUTTA

+.6980896127696493 D — 01

b (11

ba (11

—.1112396135095057 D + 00

bs(m1

—.1050001669088840 D — 01
+.5664429110099508 D — 02
—.4623134348070029 D + 00

bs (11
be (11
b7 (11

(1)
(n)=-
ass = —AT11877279672667 D — 01 by(ry) = +.1467355407207904 D — 01
(m1)
(1) =
(1)
(1) =

et

bg(m +.2784380423115428 D + 00

ag1 = +.3224588250952791 D — 01 by (™) = +.8452120256722232 D — 01

aga = +.2154582553348263 D + 00 ba(m) =0

ags = —.5655554913580628 D — 01  b3(72) = +.1886217586996790 D + 00

ags = +.8148046202216559 D — 01  by(72) = +.5008740324293839 D + 00
= —.2451081744470823 D + 00

age = +.1666666666666667 D — 01
= —.2267213098322813 D — 01
ags = +.2033333333333333 D + 00

agr

(2)
(2)
"
ags = —.4129025308081867 D — 01 bs(7»)
(r2) =
(2)
(r2) =

+.9864265620489278 D — 01
—.5168670915601017 D — 01
bg(12) = +.1326752337019144 D + 00
bg(12) = +.1734600000000000 D + 00

be (T2

b7 (2

Le polynéme d’interpolation d’Hermite cherché s’écrit:

Ut (Tn + Thy) = do(T)yn + di(T)hn f1 + da(T)yn41

+ds(T)hn T + da(7)ys + ds(7)ye- (2.72)

Les polynémes d’Hermite d; interpolent & 0, 74 = 109/450, 7o = 441/500 et 1:

do(7)
di(7)
da(7)
ds(7)
da(7)

ds(7)

404774161

T 3977438001119 (r-

1949049491319 (r

1
2310628761

1 2
- - 1
480697'(7' 1)*(5007 — 441) (4507 — 109)
1

7 — 1)2(5007 — 441) (4507 — 109) (3490887 + 48069)

72(5007 — 441) (4507 — 109) (2372887 — 257407)

2 — — —
So1gg" (007 — 441)(4507 — 109)(7 — 1) (2.73)

360056250000 5 125007 — 441)

625000000000 5 1354507  100)

Le terme de ’erreur de la solution locale y,+1 d’'une méthode d’ordre p est la

différence

Yn41 — yn($n+1) = O(hfl_'_l)a Yn = yn(xn) (274)
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On borne le permier terme de 'erreur:
|h1n),+1¢($m ayn)| < nhg+1Mp+1; (2.75)

ou la constante M, dépend de la méthode et du probleme et la constante 5
dépend de la méthode. On considére que la précision d’une méthode est meilleure
si la constante 1 est plus petite. Dans le cas d’un interpolant continu, on min-
imise 5 sur 7 € [0,1]. On présente dans le tableau 1 la valeur de 7 pour la norme
maximum sur ¥. On indique aussi la longueur des intervalles de stabilité absolue
[0, 0].

TABLEAU 1. Valeurs de 7 pour les solutions numériques et les interpolants.

RKF6 DP6M DP7TM DP7C  DPTS

Un+t1 0.1538 0.0880 0.0970 0.0135  0,0187
Ynt1 0.6538 0.1500 0.2000 0.3077 0.4444
Yn+0.5 s/o sfo  0.0123  0.0781 0.0644
Yn+0.6 0.0319  0.0366 s/o sfo sfo

up,0<7<1 0.0436 0.0484 0.0179 0.0796 0.0662
U, 0 <7< 2 7.7115 8.1403 6.4089 11.0006 10.1213
u,0<7<1 0.6574 0.1500 0.2000 0.3077 0.4444
u,0 <7< 2 9.9533 11.2393 10.0135 17.0586 15.4927
[0, 0] [£37,0] [=38,0] [-33,0] [-4.4,0] [=5.7,0]

On remarque que pour DP6M, 7TM, 7C et 7S lerreur maximum en module
de uy sur [0,1] est & 7 = 1. On a la méme chose pour DP7TMH dans la norme
euclidienne.

De plus on remarque que pour DP7TM avec 7y = 0.90 et 75 = .0.95 les valeurs
de 1 pour u; sont 0.2015sur 0 <7<1,et 89227 sur 0 <7< 2.

2.9 Mise en ceuvre sur ordinateur

On présente quelques résultats numériques pour DETEST non raide pour les
problémes Al, A2, A4 et D3

Tableau 2. L’erreur globale de l'interpolant w; & 10 points entre z, et T,41
divisée par la plus grande des deux erreurs de la solution numérique y,, et yn4+1
pour les problemes non raides A1, A2, A4 et D3 de DETEST. Les astérisques
indiquent ’erreur maximum de u; dans les unités de TOL.
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Tolérance
Mét. Prob. 10-3 10—4 10-5 10-6 1077 10-8 1079 1010
F6 Al | 6.114 4.487 2.586 1.473 1.484  1.437 1.391 1.301
xAl | ¥0.644 %0.243 x0.265 %0.290 x0.313 x0.330 %0.343 x0.353
A2 | 1.161 1.149 1.112 1.073 1.0561 1.039 1.040 1.043
A4 | 1.001 1.156 1.071 1.048 1.024 1.025 1.032 1.037
D3| 1.094 1.050 1.070 1.024 1.018 1.015 1.017 1.014
6M Al | 1906 1.579 1.586 1441 1.377 1.307 1.328 1.266
xAl | ¥0.179 %0.037 x0.038 %0.040 x0.053 =x0.065 *0.075 x0.082
A2 | 1.047 5.361 23.401 941.899 59.511 50.751 51.931 58.409
xA2 | ¥0.092 x0.088 x0.133 *0.218 x0.270 =x0.312 *1.014 x1.851
A4 | 1336 2213 1.298 1.196 1.151 2.156 1.450 1.209
xA4 | x0.245 x0.136 x0.144  %0.261 x0.261 =x0.233  %0.214 x0.193
D3| 1.078 1.029 1.054 1.043 1.031 1.019 1.013 1.008
™ Al | 1.861 1.613 1.618 1.284 1.208 1.164 1.135 1.118
xAl | ¥1.404 x0.156 =x0.161 %0.168 x0.172 x0.175 %0.1778 x0.179
A2 1.097 1.073 1.089 1.117 1.404 1.911 2.659 3.301
xA2 | *8.563 *5.309 *0.853  x0.648 x0.481 %0.405 x0.332 x0.269
A4 | 1.018 1.011 1.009 1.025 1.050 1.088 1.143 1.261
D3| 1.157 1.032 1.036 1.029 1.032 1.034 1.030 1.025
7C Al | 1.188 2.270 1.096 1.171  1.050 1.033 1.027  1.027
xAl | x0.822 x0.868 x0.957 %1.183 x1.471 =x1.764 %2.015 x2.229
A2 | 1.228 1.092 1.212 1.168 1.118 1.079 1.052 1.034
A4 | 1117 1.104 1.482 1.075 1.072 1.411 1.050 1.062
D3| 1.258 1.059 1.032 1.024 1.016 1.010 1.006 1.004
7S Al | 1993 1.172 1.169 1171 1170 1.171 1.166 1.144
xAl | x1.214 %1.040 =%1.094 x1.250 =x1.430 =%1.597 x1.730 =x1.833
A2 | 1271 1.204 1.336 1469 1.634 1.658 1.634 1.598
xA2 | x2.8908 %2.402 *3.106 x0.526 x0.311 =%0.286  x0.285 x0.289
A4 | 1133 5492 1.097 1.056 1.031 1.048 1.031 1.033
xA4 | ¥0.388 %0.412 x1.499 %3.162 %4.338 %x4.925 %4.667 %4.212
D3| 1.120 1.0561 1.034 1.023 1.017 1.012 1.009 1.006
T™MH Al | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
A2 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.009
A4 | 1.000 1.029 1.024 1.043 1.017 1.026 1.016 1.033
D3| 1.158 1.042 1.036 1.012 1.005 1.002 1.001  1.007




Chapitre 3

THEORIE DES
METHODES MULTIPAS

3.1 Méthodes multipas générales

Soit le probléeme & valeur initiale:
y = flzy),  yla)=n, (3.1)

ol f est continue en z et lipschitzienne en y sur [a,b] x (—00,00). Alors la
solution exacte y(z) existe et est unique sur [a, b].

On cherche une solution approchée {y,} de y aux points z,, = a + nh ou h est
le pas et n = (b—a)/h.

Pour ce faire, on considére la méthode linéaire o k pas:

k k
> ynri =hY_ Bifntis (3.2)
Jj=0 Jj=0

ou Yy, X y(xy,) et fn := f(%n,y,). On normalise par la condition af = 1 et 'on
stipule que le nombre de pas est bien k par la condition (ag, 89) # (0,0).

On choisit k valeurs initiales yo,y1,-- -, yx—1- La méthode est explicite si By, = 0;
on obtient alors y,+1 directement; elle est implicite si By # 0; dans ce cas il faut
résoudre par la récurrence:

ylf:kl] = hBf (mn+k,y£ﬂrk) +g, yi?}rk arbitraire. (3.3)

On a noté g = g(xn,---, Tntk—-1,Y0,-- -, Yntk—1)- Par le théoreme 1.3.2, p. 5,
(3.3) converge lorsque s — 00, & condition que 0 < M < 1 ot M est la constante

37



38 CHAPITRE 3. THEORIE DES METHODES MULTIPAS

de Lipschitz du second membre de (3.3) par rapport & y,4x. Sila constante de
Lipschitz de f par rapport a y est L, alors

M = Lh|B| < 1 (3.4)
et il y a convergence si

1
h<—.
L|By|

3.2 Dérivation par un développement de Taylor

Soit le développement de Taylor:

h? .
Y(@n +h) = y(@n) + by @a) + 5y (@a) -
Les deux premiers termes donnent une approzimation de la solution exacte:

y(@n + h) = y(2n) + hf (20, y(zn)); (3.5)

I’erreur locale de méthode est

2 5 h3 (3)
ST @n) + 5y (@) + - (3.6)

D’autre part, (3.5) donne une relation exacte pour la solution approchée y,:

Yn+l = Yn + hfn (37)

C’est 1la méthode de Fuler dont 'erreur de méthode est d’ordre O (h2).

On obtient la méthode du point milieu:

Yn+t2 —Yn = 2hfn-‘rl (3'8)

de la méme fagon. Pour ce faire, on fait le développement:
h? h3
Y(@n + h) = y(@n) + by (@n) + 7% (@n) + 579 (@n) + -

h2 .. h?
y(xn - h) = y(mn) - hy(l)(xn) + gy(z)(xn) - yy(:ﬂ (xn) + -

et ’on soustrait:

1
y(mn + h) - y(xn - h) = th(l)(xn) + §h3y3(wn) +e
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Si Pon tronque apres le terme en h, on obtient (3.8) pour y, et erreur locale
est

1
ESHO (@n)
Finalement on dérive la méthode & un pas implicite la plus précise:

Ynt1 + 0oYn = h(B1 far1 + Bofn)-

On écrit
Y(@n + ) + coy(za) = h[B1y " (Tn + h) + Boy™ (zn)] (3.9)

et I’on choisit les oy, Bp, 1 qui donnent une approximation aussi précise que
possible. On utilise les développements:

h? . h?
y(xn + h) = y(mn) + hy(l)(xn) + gy(z) ('Z'n) + yyw) (wn) + -

et
2
y D (@n +h) =y (@n) + hy® (@n) + %y“’(wn) +oe

dans (3.9); on regroupe les termes au premier membre
h2

—hBi [y (@) + hy® () + Z_?y(B)(xn) +--]
—hBoly™M(z,)] +--- =0, .
c’est-a-dire
(1 + ao)y(@n) + (1 = B1 = Bo)hy ) (za) +
(3-5) @ + (5 - 350 ) @) + - =0,

Comme on a 3 parametres, ag, Bo et 81, on peut annuler au moins les 3 premiers
termes. On obtient ainsi le systéme linéaire

C() = 14+a9=0,
Ci = 1=p1—-6o=0,
1
CQ = § —_ ﬂl = 0
On voit facilement que
1 1
= —]_ = — = —.
ap , B 2’ Bo 7
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On a donc obtenu la méthode des trapezes

h
Yn+1 = Yn = 5 (fasr + fu)- (3.10)
Le quatriéme terme,
1 1 1
G=5 73" =1

ne s’annule pas et I'erreur locale est
+120%y ) (2,) + - -

3.3 Dérivation par l’intégration numérique

On dérive la méthode de Simpson au moyen de la formule

YD) —yle) = [ y@)de= / " b e,y (@) da. (3.11)

n n

Soit P(x) 'unique polynoéme de degré 2 passant par les trois points du plan:
(mnyfn)a (mn-{—lafn—i-l); (xn+27fn+2);
la formule d’interpolation de Newton—Gregory donne

r(r

P(z) = Pla, +1h) = fu +rafy + U D azg,

Donc, avec x = hr + x,, et dz = hdr, on a

Tn42 Tn42
/ y'(z)dr =~ / P(z)dz

n n

2 1
— [ Ut gt g - DA

= h2fn +2Af + %Azfn]

C’est la méthode de Simpson:

h
Ynt2 — Yn = g[fn+2 +4fny1 + fo]- (3.12)
Si ’on remplace (3.11) par
Tn42
Yan) =y = [ @) ds
Tn4+1

et si on utilise P(z) comme ci-dessus, on obtient la méthode & 2 pas d’Adams-
Moulton:

h
Ynt+2 — Yn41 = E(5fn+2 +8fny1 — fn) (3-13)
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3.4 Dérivation par l’interpolation

On dérive de nouveau la méthode de Simpson en approximant la solution y(z)
Sur [Zn,Zny2] par un polyndéme I(z) tel que

I(z) interpole les points (Zp4j,Yn+j), ji=0,1,2,
et

I'(xn4;) coincide avec fp4; pour j = 0,1,2. Un tel polynéme d’interpolation
s’appelle un intepolant d’Hermite.
On a donc

I(:L'TH']) = Yn+j, Il(mﬂ'i'j) = fn-f-ja Jj=0,1,2. (314)

Il y a six conditions en tout. On prend donc pour I(x) un polynéme du 4¥#me
degré, qui contient cinq parametres:

I(z) = az* + bx® + cz® + dz + ¢;

ceci nous permettra d’éliminer les cinq parametres des six équations. Alors I(x)
dans (3.14) donne (3.12). Voici le détail des calculs. On suppose sans perte que
1 =—h,zy=0et x; = h; alors

(1) I(x1) =ah*—bh®+ch®>—dh+e =y,

@) I(xo =—e — 0
(3) I(m1) =ah*+bh®+ch®’+dh+e =y
(4) I'(x—1) = —4ah®+3bh®> —2ch+d = f_
(5) I'(ze) =4d = fo
(6) I'(z1) =4ah®+ 3bh?+2ch+d = fi.

7

On combine ces équations de la fagon suivante:

(7) = (3) - (1) H 2&bh3 + 2dh =Y1 — Y-
(8) =(6)+4(5)+(4): 6bh®+4d+4d = fi +4fo+ f1.

On voit que (7) — h(8)/3 donne la méthode de Simpson:

w0
@

Y2 — Yo = g[fz +4f1 + fo.

On remarque que 'on n’a pas utilisé I’équations (2). De plus, on remarque que
si y(z) n’est pas bien approchée par un tel polynéme I(x), la méthode & pas
multiples donnera un mauvais rendement.

Il existe un autre genre d’approximation de la solution, appelée approzimation
spline, c’est-a-dire une approximation par polyndémes par morceaux, lisse aux
neeuds. Par exemple, une approximation spline au moyen de polynémes du
second degré donne la méthode des trapézes sur chaque intervalle [z;, ;1]
De méme, la méthode de Simpson est la meilleure approximation spline par
polynomes par morceaux de degré 3.
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3.5 Convergence

On doit définir avec soin la convergence de la solution numérique {y,}:

Yn = y(z*)

lorsque h — 0 tel que nh = b — a = constante.
Par exemple, si 2* = (b —a)/2 et hg = (b — a)/2, alors avec h,, = hg/n on dit
que y, — y(z*) si

y1(ho),y2(ho/2), -, yn(ho/n) = y(z*).

Il faut remarquer que
z* =n(ho/n) =ho=(b—a)/2

est un point fixé.

La définition de la convergence doit tenir compte des valeurs initiales addition-
nelles y1,y2,---,Yx_1 pour k > 2. Enfin, la propriété de convergence de (3.2)
doit étre valide pour tous les problémes & valeurs initiales (3.1):

!

vy =f@y), yla=mn,
ou f satisfait les hypothéses d’existence et d’unicité du théoreéme (1.1.1).

Définition 3.1 La méthode (3.2),

k k
> yni =hY Bifatss
=0 j=0

est dite convergente, si pour tous problémes & valeurs initiales (3.1), satisfaisant
les hypotheses du théoreme (1.1.1),

lim y, = y(zn), nh=2x — a, (3.15)
h—0

pour tout z € [a,b] et pour toutes solutions de (3.2) satisfaisant les conditions
initiales y, = n,(h) pour lesquelles

’lzl_)monu(h)=7h M=0,1,2,,k—1 (316)
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3.6 Ordre et constante de ’erreur

Avec la méthode linéaire & pas multiples (3.2), on associe 'opérateur aux diffé-
rences:

k
Z a;y(z + jh) — hB;y' (z + jh)] (3.17)
J=0

ol y(z) est une function arbitraire infiniment dérivable sur [a,b]. Sil’on développe
y(x + jh) et y'(x + jh) en séries de Taylor de centre x, £ devient:

Lly(); h] = Coy(x) + Crhy V(@) + -+ Cohty'D (@) + - -, (3.18)
ou les C; sont des constantes.

Définition 3.2 L’opérateur (3.17) et la méthode (3.2) aux différences sont d’ordre
p si les coeflicients Cy, . .., Cpy1 du développement (3.18) satisfont les conditions

suivantes:
Co=Ci=---=Cp =0, Cpp1 #0.

Un simple calcul donne:

Co = aptar+---+ay
Ci = or+2as+---+kap—(Bo+ 51+ -+ Br)
(3.19)
1
Cy, = a(a1+2”a2+---+kqak)
1

(Br+27 o+ + kI B) g =23,

(g—1)!

Remarque 3.1 On peut utiliser (3.19) pour dériver des méthodes (3.2) de
structure donnée et d’ordre maximal.

Exemple 3.1 Construire une méthode linéaire implicite a 2 pas d’ordre maxi-
mal, contenant un parametre libre, et trouver son ordre.

Solution. Puisque k¥ = 2, alors s = +1. Soit oy = a le parameétre libre. 11
reste quatre parametres indéterminés:

ai, 605 /Bla ﬂ2-

On peut donc annuler les quatre premiers coefficients:

Co = a+a;+1=0,
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Ci = a1 +2—(Bo+pP1+062)=0,
1
Cy, = 5(0414'4)—(,314'2,32):0,
1 1
C; = ﬁ(a1+8)—g(,81+4,32):0.
On résout:
a = —1-—a,
= —i(1+5)
ﬂo - 12 a),
2
pr = 5(1—0)7
1
62 = E(5+a)
Ainsi

Yn+2 — (L+a)yny1 +ayn = %[(5 +a)fnt2 +8(1—a)fny1 — (1 +5a) fn] (3.20)

1
et
1 1 1
Cy = I(a1+16)—§(ﬂ1+852)=—@(Ha),
1 1

Sia# —1, alors Cy # 0 et (3.20) est d’ordre 3.
Sia= -1, alors Cy =0, C5 # 0 et (3.20) est d’ordre 4: c’est la méthode de
Simpson.

Remarque 3.2 Si a = 0, (3.20) est la méthode d’Adams-Moulton & 2 pas
(3.13); si a = —5, la méthode est explicite.

Question. L’ordre de (3.17) et de (3.2) est-il indépendant du développement
de Taylor autour de x + th, t réel, au lieu de  comme dans (3.18)7

Posons
Lly(z), h] = Doy(z+th)+ Dihy™Y (x+th) +- - -+ D,h%y D (z +th) +---. (3.21)
On développe le second membre & x:

th
Y (@ +th) = y (@) + thy (@) + -+ (@), ¢=0,1,2,-,
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ot 3 (z) := y(z).
On substitue dans (3.21) et 'on identifie les coefficients avec ceux de (3.18):

Co = Dy
C1 = .D1 + tDO
t2
Cy = Dy+tDi+ EDO
(3.22)
»
¢, = Dp+tD,,,1+---+HD0
tp+1
C = D tD, +--+-+ —-—D,.
p+1 p+1 + p + + (p+1)! 0
Alors
Co=Ci=--=Cp,=0
si et seulement si
Dy=D,=---=D,=0.
Dans ce cas
Dy = Cp+1
et
Dpir = Cpyz —tCpia.
On voit que le premier coefficient non nul, D, , est indépendant de ¢.
On peut aussi voir, par un simple calcul, que
Dy = aptort---Foap
Dy = —tag+(1—t)ar+(2—t)az+ -+ (k—t)a — (Bo + B1 + B2 + -+ + Br),
(3.23)
1
D, = a[(—t)qao + A =t)ar+ (2—t)a2 + -+ (k= t) o]
1

- m[(_t)Q—lﬁo +(1- t)‘l—l,B1 +(2- t)’l—lB2 +o+ (k- t)q_lﬂk],
(=23,

Remarque 3.3 Un choix approprié de t peut faciliter la résolution de (3.23),
et par conséquent, le développement de formules (3.2).

Exemple 3.2 Redévelopper la méthode de I’exemple précédent au moyen du
développement de Taylor de centre = + h, c’est-a-dire avec ¢t = 1.
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Solution. On a k = 2,2 = 1,a9 = a et on prend ¢t = 1 dans (3.23), alors:

Dy = a+a1+1=0

Dy = —a+1-(Bo+pi+p2)=0
Dy = la+1) = (~fo+ ) =0
Dy = S(-a+1)= g(Bo+pr) =0
Dy = lat1)= (o +5)
Dy = g(-a+1)- 5B+ 5.

Le systeme est plus facile a résoudre: a; et 1 n’apparaissant que dans une seule
équation. La solution est la méme qu’a 'exemple 1.

Pour l'ordre 3: Dy = C4 mais Dy # Cs
Pour l'ordre 4: (a = —1), D5 = Cs.

Définition 3.3 Cpi1 est la constante de l'erreur.

Rappel: Le choix du facteur de normalisation a; = +1 implique que la con-
stante Cp 11 est uniquement déterminée.
3.7 Erreurs de méthode locale et globale

Définition 3.4 L’erreur locale de la méthode (3.2),

k k
Z QjYntj = h Z Bjfn+i
j=0 7=0

& Tpik, est définie par (3.17):

k
Lly(en)ih] = Y _lasy(@ + jh) = hBy'(@ + jh)] =: Ty,

ol y(z) est la solution théorique de (3.1),
y' =f(=y), yla)=n

Remarque 3.4 L’erreur locale T, y1 est erreur de la solution numérique de
y = f(z,y), y(xn) = yn, Cest-d-dire on fait Uhypothése de localisation qui
consiste & considérer la valeur intiale y,, comme exacte.
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De (3.17) il vient:

k k
> ajylan+ih) = Y By (n+jh) + Lly(za); k]
j=0 j=0
k
RS Bif(@n + jh,y(@a + jh)) + Lly(a); h].

=0

k k
Z QjYntj = h Z Bi f (TntjYnt)-

=0 =0
Donc, si 'on soustrait ces deux expressions, membre & membre, et 'on utilise
I’hypothese de localisation:

yn+j=y(mn+jh)a j=07"'7k_17

on obtient
Y(@ntk) = Ynik = BBKLf (@t Y(@nsr) — F(@niks Yntr)] + Lly(2n); ]
= Wk s ) W) ] + Lly(an)i L
Ainsi

1= W5 ks osn)| ) = vns] = Lly(en)ih] = Tose (324)
Remarque 3.5 Pour une méthode explicite S = 0 et
Ttk = Y(Tntk) = Ynth-
Remarque 3.6 Si y(z) € CP*2, (3.24) implique:
Y(@ntk) = Ynak = Cpr1 By (@) + O (WPF2) (3.25)

ot Cpy1hPHly(PH) (g, ) est le terme principal de Uerreur locale de la méthode
d’ordre p et Cp4q est la constante de ce terme.

Sans ’hypothese de localisation, I’erreur globale est
entk = Y(Tntk) = Yntk-

On rappelle que la convergence signifie: ep4r — 0 lorsque h — 0,n — oo et
nh = x,, — a est fixé.
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Exemple 3.3 Vérifier (3.24) pour y' = Ay, y(0) = 1, a l'aide de
(i) la méthode d’Euler: yp+1 — yn = hfp;
(ii) la méthode des trapezes: Y1 — Yn = 2(frt1 + fn)-

Az

Solution théorique. La solution théorique est y = e Pour la méthode

d’Euler:
Lly(x);h] = y(@n +h) —y(@s) — hy'(2,)
1 1 1
= §h2y(2) (zn) + §h3y(3) (Tp) + -+ ahqy(fz) (20) + - --
nha |1,0 400 1.3 3 1
= e —h*A*+ —h°A° +-- -+ —hIAT+ ...
2! 3! 7

= hA [ehA —1-hA4].

De plus, par 'hypothese de localisation: y, = y(z,), on a

Ynitl = Yn + hAy, = (1 + hA)e™A.
Alors
Y(Tni1) = Ynpr = IR (14 pA)enhA
= e A[eht — 1 - h4]
= Ly(zn);h].

Puisque #1 = 0, (3.24) est vérifiée.
Pour la méthode des trapezes, lire Lambert, pp. 29-30.

3.8 Consistance et zéro stabilité

On définit la consistance et la zéro stabilité d’une méthode multipas et ’on cite
le théoreme de Dahlquist & leffet que la méthode est convergente si et seulement
si elle est consistante et stable.

Définition 3.5 La méthode (3.2) est consistante si elle est d’ordre p > 1.

Autrement dit, (3.2) est consistante si et seulement si les constantes Cyp et Cy
de (3.19) sont nulles:

Co = Y a;=0, (3.26)
7=0
k k

Ci = Y joy—-> B;=0. (3.27)
j=0 j=0

Dans le corollaire qui suit, on souligne le role clé de la consistance.
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Corollaire 3.1 La convergence implique la consistance.

Démonstration. Pour (3.26), si

yn+j—)y(x)7 j=07"'7k7n—)oo7nh=x_a;
alors
y((lﬂ') :yn+1+0],n(h‘)a .7 :Oalaaka
oll
Jim 0;n(h) =0, j=0,---,k.
nh=z—a
Ainsi

k k k
D ay@) =D aynry + Y a6ia(h),
7=0 7=0 j=0
c’est-a-dire

k k k
y(@) Y a;=hY_ Bifns;+ Y ibja(h).
j=0 j=0 J=0

A la limite chacun des termes du second membre s’annule. Donc y(z) > a; =0
est indépendant de h, c’est-a-dire le premier membre = 0. Puisque y(z) # 0,

alors
Z a]- =0.

On remarque que (3.26) présuppose seulement que y, tende vers une certaine
function y(z); on ne fait référence & aucune équations différentielle. Mais pour
(3.27) on doit faire intervenir I’équation différentielle & résoudre. Si y, — y(z)
solution de (3.1), alors

Yntj — Yn

=y i=1,2,---,k
jh y(m)ﬁ J b ) bS]

c’est-a-dire
Yntj — Yn = jhy'(z) + jhojn(h),

ou
alors
k k k k
Dyt — Y yn =h Y jay (@) +h Y jaidia(h).
j=0 j=0 Jj=0 Jj=0
Par (3.2)

k k
> aynii =hY Bifari-
j=0 7=0



50 CHAPITRE 3. THEORIE DES METHODES MULTIPAS

Alors on a

k

k k k
hY Bifur—yn D05 =hy'(2) Y joy +h Y jajéin(h).
=0

=0 =0 =0
On divise par h et on utilise la relation Z?:o a; =0:

k

k k
Zﬁgfnﬂ y'(2) D jaj+ Y jajdin(h)

=0 =0
A la limite

fn+j — f(':c7 y(:c)) et d)j,n(h’) -0
On obtient

k k
B =y | D oy
j=0 7=0

Donc y(z) satisfaisant (3.1) = > ja; = > 3;. O

Conclusion. Si la solution numérique y, converge vers la solution exacte
y(z), alors les conditions (3.26) et (3.27) doivent étre satisfaites, c’est-a-dire
une méthode convergente (3.2) est nécessairement consistante.

La réciproque: consistance et stabilité = convergence, est un théoréme puissant
di & Dahlquist.
1l est utile d’introduire les 1%" et 2i™¢ polyndmes caractéristiques de (3.2):

k k
=D o, o) =2 B¢ (3:28)
j=0 Jj=0
Remarque. De (7?) il vient que (3.2) est consistante si et seulement si

p1)=0  F(1)=0(L). (3.29)

Alors pour une méthode consistante, p(¢) admet toujours la racine +1, appelée
racine principale et notée (3. Les autres racines, (s;,s = 2,3,---k, sont des
racines parasites. Elles surviennent seulement si & > 1. Leur position doit étre
controlée avec soin pour assurer la convergence.

Exemple 3.4 y' =0, y(0) =0, admet la solution y(z) = 0. Puisque f = 0,
(3.2) devient

> ajyntj =0. (3.30)
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Si toutes les racines (s de p({) sont réelles et distinctes, la solution de ’équation
aux différences (3.30) est

Yn = h(di (T + -+ + di ()

et y, — y(0) lorsque h — 0 pour u =0,---,k — 1. Puisque nh = z est fixé,

n

lim h¢ = lim S =06/ (, |< 1
Si p(¢) admet une racine réelle de multiplicité m > 1, alors
Yn =hldsg +dson+dssnin—1)+...+dsmn(n —1)---(n —m +2)](T +....
Pour ¢ > 1, et nh = x fixé,
ilLiLr%) hni(l = wnll)ngo ni7I =06 ¢ < 1.
Ceci est valide aussi pour les racines complexes. [

Remarque 3.7 Puisque la consistance controle seulement la position de la
racine principale, alors elle n’implique pas, en général, la convergence.

Définition 3.6 La méthode (3.2) est 2éro stable si aucune racine du premier
polynéme caractéristique p(¢) n’a un module plus grand que 1 et toute racine de
module 1 est simple. On dit aussi que (3.2) satisfait la condition sur les racines.

On dit zéro stable puisqu’il s’agit ici de la stabilité de la méthode quand h — 0,
et dans ce cas les solutions parasites — 0 lorsque h — 0.

Remarque 3.8 Pour les méthodes & un pas, (; = +1 est 'unique racine de
p({); dans ce cas une méthode consistante & un pas est zéro stable.

Pour les méthodes zéro stables a k pas, o(1) # 0, puisque par (3.29) p'(1) = o(1)
et donc p'(1) =0 = p(1) = 1 est une racine double de p(¢).

Théoréme 3.1 (Dahlquist) Pour qu’une méthode linéaire & pas multiples soit
convergente il faut et il suffit qu’elle soit consistante et zéro stable.

Remarque. La consistance contréle I’erreur locale; la zéro stabilité controle la
propagation des erreurs.

Exemple 3.5 Tllustrer Deffet de la zéro stabilité de la méthode

h
Ynt2 — (L + a)yny1 + ayn = 5[(3 —a)foy1 — (1+a) fn]
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avec
(4) a=0, donc d’ordre 2,

et
(44) a = -5, donc d’ordre 3,

appliquée & I’équation différentielle
y' =dzy'?, y(0)=1, 0<z<2,

dont la solution exacte est
y(x) = (1+2%)%

Résolution. On a

p(Q)=C - (1-a)+a=(-1)(~a).

On prend yo = 1, y1 = (1 + h?)? et on fait les calculs avec h = 0.1, h = 0.05 et
h = 0.025. Lorsque h diminue pour z fixé, la solution s’améliore dans (i) mais
elle s’appauvrit dans (i7).

Exemple 3.6 Montrer l'effet de la non-consistance en utilisant

1
Yn+2 — Ynt+1 = gh(3fn+1 - 2fn)

Résolution. Du fait que

k
p(1) == a;=1-140=0,
7=0

il suit que la solution numérique converge & une fonction, mais celle-ci n’est
pas une solution; en effet 'inconsistance de la méthode provient du fait que

P (1) # o(1):

k k
Siey=2x1-1x140x051 3=
7=0

J=0

1

Wl w
Wi N

D’autre part la méthode est stable et la solution n’explose pas du fait que

p(Q) = —¢=¢(C—-1).
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3.9 Ordre maximum des méthodes zéro stables

Pour un ordre donné k, on choisit les o; et les 8; pour atteindre un ordre
raisonnablement élevé: on satisfait automatiquement la consistance mais la zéro
stabilité est une barriere.

La méthode générale implicite a k pas possede 2k + 2 coefficients:

aj;ﬂja j:(],,k

Puisque ay = +1, il reste 2k + 1 coefficients libres. Pour la méthode explicite,
Br = 05 il reste donc 2k coefficients libres.

Donc de la définition 3.2, pour avoir I’ordre p on doit satisfaires p + 1 conditions
linéaires.

Une méthode est d’ordre maximal sil’on a ’ordre le plus élevé: 2k si la méthode
est implicite et 2k — 1 si elle est explicite.

Mais le théoréme de Dahlquist (1956) établit une barriere:

Théoréme 3.2 L’ordre d’une méthode linéaire zéro stable a k pas ne peut excéder
k + 1 lorsque k est impair et k + 2 lorsque k est pair.

Définition 3.7 Une méthode linéaire zéro stable a k pas est d’ordre optimal si
elle est d’ordre k + 2.

Remarque 3.9 On peut montrer que les zéros de p({) se situent sur le cercle
unité si la méthode est optimale.

Remarque 3.10 La méthode de Simpson a une position unique: elle est & 2
pas k = 2; elle est maximale d’ordre 2k et optimale d’ordre k + 2.

On verra au chapitre suivant qu’une méthode optimale souffre de certains dé-
savantages pour les calculs, d’autre part les méthodes au nombre de pas impair
restent utiles.

Exemple 3.7 Trouver la méthode linéaire a pas multiples optimale avec k = 4.

Solution. Toutes les racines de p(¢) sont sur le cercle unité. Le degré de
p(¢) = 4 et {1 = +1. Puisque les coefficients sont réels, la seconde racine réelle
(2 = —1. Donc on a

Cl = +1, 42:_15 C3:ei¢a C4:e_i‘pa 0<(P<7T5
et par conséquent

p(C)

C=DE+D(C—e?)(C—e ™)
¢* — 2(cos ) C® + 2(cos )¢ — 1.
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On note cos p = p; alors
ag =41, a3=-2u a=0, a1 =2u, oap=-1.

Puisque 'ordre est k42 et vu la symétrie des a, il est plus approprié de définir
lordre au moyen des coefficients D, donnés par (3.23) avec t = 2:

Dy = apy+ar+ar+as3+a4=0,
Dy = —200—o1+az+20— (Bo+ Fi+ B2+ Bz + Pa),
1
Dq = E (—2)‘1a0 + (—1)qa1 + a3 + 2th4]
1

[(=2)77"Bo + (=1)17" By + B3 + 2771 B4],
q=2,3,....

(g—1)!

On voit que ’équation Dy = 0 est satisfaite. On pose D, =0,9=2,3,...,6, ce
qui donne 5 équations pour les 4 parametres 5o, 81, B3, Ba:

—2B0—P1+PBs+26s = 0
200+ b1+ B3+ 226 = %(23—211)
—2°Bo—P1+Bs+2°6s = 0
280+ b1+ B3 +2'6 = %(25—210
—2°Bo—Br+Bs+2°B1 = 0.

Les 1ire 3iéme ot 5itme ¢oyations sont satisfaites avec f; = f3 et Bo = fs4. Les
gieme ot 4idme &qyations sont:

Bo+p = 362,
1660+ 1 = %(32 o).
On a donc les solutions:
Po = %(14‘*‘ B =B,
fi = (64-340) = fu.

Si Dy =0, alors
1
Br = (8 38u).
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La constante du terme principal de l’erreur est:

1 1
D = o (=2"ap — o1 +as +27a4) — il (2B + B1 + B3 + 2°B4)
2 2
= 7 (2" —2p) — Al (2%Bo + B1)
_16+5u

1890

Puisque g = cosp, 0 < ¢ < 7, alors —1 < u < 1 et Dy # 0; donc P'odre est
< 6. De plus, B4 # 0, donc la méthode est implicite. D7 atteint son minimum
lorsque g — —1, mais alors —1 devient une racine triple, c’est-a-dire la méthode
devient instable.

Puisque D7 varie seulement par un facteur de 2, la position de p n’est pas
critique. On remarque les deux cas suivants:

pu=0=>a0; =0,a3 =0,

et

4
b= 10 = [ =0, méthode de Quade.

3.10 Spécification des méthodes multipas

Au temps des calculatrices on considérait le développement selon les différences

1

_ 1 1 2 1 s
yn+1—yn—h(1—5v—12v a1V ) frt1. (3.31)

Si I’on tronque aprés 2 termes, on obtient la méthode des trapeézes (3.10):

1
Yn+1 —Yn = Eh(fn—i-l + fn)a

et aprés 3 termes, on obtient la méthode d’Adams—Moulton & 2 pas (3.13):

Ynt+1 — Yn = %h(‘rsfn-i-l +8fn — fn-1)-
On utilise (3.31) pour inclure des différences de f plus élevées si elles deviennent
importantes a un certain point du calcul. Cette fagon de varier 'ordre d’une
formule zéro stable comporte un danger: o({) peut causer une autre espéce
d’instabilité comme on verra au chapitre suivant. Aujourd’hui sur ordinateurs,
on varie l'ordre de la méthode et le pas h. Les diverses formes de p(¢) donnent
lieu & diverses familles de méthodes.
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(A) Méthode d’Adams:
p(Q) = ¢ = ¢,
Toutes les racines parasites sont a ( = 0, donc ces méthodes sont O stables.

On nomme Adams—Bashforth les méthodes explicites et Adams—Moulton les
méthodes implicites.

(B) Méthodes de Nystrom:
p(Q)=CF =2 =2 -

On nomme Nystrom les méthodes explicites et Milne-Simpson généralisées les
méthodes implicites. Elles sont zéro stables: en effet il y a une racine parasite
simple & ( = —1 et les autres sont & ¢ = 0.

Meéthodes explicites

k=1
a; =1,
og=-1, Bop=1,
p=1 Cpt1 =3
k=2
as =1,
o = —1—a, ,81:%(3—(1),
ag = a, Bo = 3(-1+a),
p=2; Cpt1 = 15(5+a).

La zéro stabilité limite ’ordre a 2.
k=3:
as =1,
ay=-1—a, B»=1:5(23-5a—Db),
a; =a+b, ﬂlzé(—4—2a+2b),
ag = —b, Bo = 75(5 4+ a + 5b),
p=3; Cpt1 = 3;(9+a+b).
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La zéro stabilité limite 1’ordre & 3.

k=4:
ag =1,
az=-1—a, B3=35(55-9a—-b—c),
ax=a+b, P>=5(—59—19a+ 13b—19c¢),
o =-b—c¢, B =237+5a+13b—19c),
ag =c¢, Bo = 537(—9—a—b—9c),
p=4; Cpt+1 = 755(251 + 19a + 11b + 19¢).

La zéro stabilité limite 1’ordre & 4.

Méthodes implicites

k=1:
=1, pi=4,
ap=—1, fo=3,
p=2; Cpr1 = 12
k=2
az =1, B2 = (5 +a),
o =-1—a, B =2%(1-a),
ap = a, Bo = 15(—1 - 5a),
Sta# -1, p=3 Cpr1 = —31(1 +a),
Sia=-1, p=4; Cpt1 = —55-
k=3
az =1, Bs = 2 (9+a+b),
ar=-1—a, P>=37(19—13a— 5b)
a1 =a+b, B =3(—5—13a+19b)
oy = —b, ﬂ0:21—4(1+a+9b),
p=4; Cpr1 = —735 (19 + 11a + 19b).

La zéro stabilité limite 1’ordre & 4.
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=
I

—=5(251 4+ 19a + 11b + 19¢),
55(323 — 173a — 37b — 53c),
(=11 - 19a + 19b + 11¢),
a1 =—b—c, Pi=55(53+37a+173b—323c),
ag = ¢, Bo = =55(—19 — 11a — 19b — 251c).
Si 27+ 11a + 116+ 27¢ # 0, alors

(14:1,

ag=-1—a,

)
@
I
w

&l

a2:a+b, ﬂz

p=>5; Cp 27 + 11a + 11b + 27¢).

1= —@(
Si 27+ 1la+ 11b+ 27¢ = 0, alors

1
p=6; Cp+1 15120(7 + 10a — 10b — 74¢)

La zéro stabilité limite 1’ordre & 6.



Chapitre 4

MISE EN (EUVRE DES
METHODES MULTIPAS

4.1 Quelques difficultés

On fait d’abord les quatre considérations qui suivent.

(i) 11 est assez facile de trouver les valeurs initiales additionnelles nécessaires
Yu, ,u’:]-a2a"'ak_]—7 k> 1.

(ii) 11 est difficile de choisir une valeur appropriée pour le pas h.

(iii) Si la méthode est implicite, comment résoudre I’équation non-linéaire pour
?

Yn+k!
(iv) Enfin qu’elle est la précision de la solution obtenue?

Dans ce chapitre, on essaiera de répondre & ces questions de mise en ceuvre.

4.2 Les valeurs initiales

Soient le probleme
!

y' =f(=y), yla)=n,
et la méthode d’ordre p:

k k
> ayni; =h>_ Bifarj; ok =+L
j=0 7=0

59
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Posons yo = 1. On cherche des valeurs initiales & ’ordre de la méthode pres:
Yu — y(z,) = O (hPHH), p=1,...,k—1. (4.1)

On peut recourir & I'algorithme de Taylor d’ordre p. C’est une méthode
explicite & un pas:

(1) h? )
y1 = y(xo) + hy' (xo) + ... + Fy P)(xp). (4.2)

On satisfait (4.1) puisque

Gl ()
— T = 5 ro < §€E<7y.
y1 —y(z1) (p+1)!y € 0<{<m
On obtient les dérivées apparaissant dans (4.2) en dérivant I’équation différentielle:
y(zo) = o,
y (o) = f(Zo0,0),

(20)
yP(20) = [0af + O gy ymyor (4.3)
(20) = [02F +2/0},f + [*0f +0:50,1 + [(0,)")|z = 20,y = yo.

De cette fagon, on obtient les autres valeurs intiales:
(1) h? 1 )
yu=y($u—1)+hy (xufl)++Fh (.Z'“,l), #:27377k_1

La méthode de Taylor n’est pas sans inconvénients: certaines dérivées de f
peuvent ne pas exister et la dérivation peut étre un travail fastidieux.

Il y a en deuxieme lieu les méthodes d’Obrechkoff 4 un pas: Ce sont,
en général, des méthodes implicites multipas qui emploient des dérivées totales
élevées de y:

l
MYns1 +00Yn = 3 W Byl + Beoyl),  1>2. (4.4)

s=1

Avecl=2,0n a

1 1
Yntl — Yn = Eh(ySL - S)) - ﬁh2(y§21 - g)),
(4.5)
1
Tt = —=hy@(z,)+0 ().

720
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Exemple 4.1 Soit y' = 2% +y, y(0) = 1. Trouver la valeur de départ y; la plus

précise avec (4.2) et (4.5).

Enfin il y a les méthodes de Runge—Kutta dont on traite dans le chapitre 2.

4.3 Borne de ’erreur locale

Soit
E[y(wn); h] — Cp+1hp+1y(p+1)(xn) +0 (hp+2) )

Peut-on absorber le terme O (h?*?) dans le premier terme en écrivant
Lly(zn); h] = Cppa WPyt (2, +0h),  0< 6 <k?
On considere une forme plus générale du reste Ry du développement
1 h»
F(a+h) = F(a) + hF(a) +---+ EF(”) (@) + Rpy1,
soit
1 [k
! Jo

Flo+1) h
= M / (h — t)P dt
p! 0

Rpp1 = (h— tyP FPH (a +t) dt

pptl
= o7 1)'F(P+1)(a+0h), 0<6<1.

On a donc

. . 1,
y(zn +jh) = y(wn)ﬂhy(”(wn)+---+pjph”y"’)(wn)
ih

+ (jh — t)Py P+ (2, +t) dt.

P Jo
Posons t = hs dans le dernier terme:
1 J
[ = sy (4 st .
: 0

De méme:

. 1 e g
yD(zn+ih) = yD(n)+--+ oo Yty P (ay,)

1
(p—1)!

j
hp/ (j — 8)P Dyt (3, 4 sh)ds.
0
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On substitue ces expressions dans (3.17)

M;r

Lly(zn)ih] = ) logy(z +jh) — hBy'(z + jh)]
7=0
Lot : 7 p, (p+1)
= Hh Zaj 0(j—s)y (zn + sh)ds
hPt1 Zﬂ] / (G — s)PyP*Y (2, + sh)ds.
On note

R si 220,
TT10 si o z<0.

Puisque £ est d’ordre p, on obtient

Lly(an) = / Z[ag i— )5 —pBi( — 8)5 1yt (wn + sh) ds.

On définit la fonction d’influence:

i [% (G —9)f —pBi(G — 8" 1] (4.8)

Jj=0

On voit que G ne dépend que des coefficients de la méthode: {a;, 3;}, et puisque,
par la consistance, p > 1, G(s) est un polynéme dans chacun des intervalles [0, 1],
[1,2], ..., [k —1,k]. Alors

Lly(z,); ]_—hp+1 / G(s ds]y(”+1)($ +6h), 0<0<k  (4.9)

Si G(s) ne change pas de signe sur l'intervalle [0, k], on a, par le théoréme des
accroissements continus pour les intégrales:

Clyea)sh] = ’“’“

/ G(s)dsly'P*V(z, +6h), 0<O<k.  (4.10)
Avec y(z) = zP 1,

k
L[zEtt: ] = I%hp"‘l l/ G(s)ds| (p+1)!
: 0
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et
L[zP s h] = CpahP T (p + 1)!

puisque les dérivées d’ordre supérieur a p + 1 s’annulent. Enfin,

k
%/0 G(s)ds = Cpy1. (4.11)

Alors la borne pour Perreur locale & un pas quelconque dans [a, b] est bornée par
I’inégalité:

[Cly(en); H)| < W GY (4.12)
ou
Y = max [y*!)(z)]
z€a,b]
et

1 k
G = [Cppi] :H‘/o G(s) ds|.

Si G(s) change de signe dans [0, k] on obtient par (4.9):
1 k
Lyl < 1 (GO T @+ sh)lds
: 0
1 k
< Lwpty / 1G(s)| ds.
p: 0

De nouveau on obtient la borne (4.12) ot Y est comme ci-dessus et G est de la
forme

1 [k
G=—/ G(9)|ds.
= [ e

4.4 Borne de ’erreur globale
Nous allons considérer ’erreur globale
en =Y(Tn) = Yn
dans des cas particuliers. Nous disons qu’une méthode linéaire a pas multiples:
k k

> Yt =hY Bifnts;

=0 =0
est de la classe A (nécessairement zéro stable) si

ap=1; a;<0, j=0,...,k—=1; > a;=0.
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La classe A inclut les méthodes d’Adams—Bashforth, d’Adams—Moulton, de
Nystrom et de Milne-Simpson. On cherche une borne pour une méthode ex-
plicite quelconque de la classe A. La solution théorique satisfait

k—1 k—1
> y(@nts) — b D By (zn;) = Lly(wn); A,
j=0 j=0

c’est-a-dire

k-1
Y(@nik) = Y _[=0iy(@n1;) + BB f (Tnt,y(€n1))] + Lly(wn); B].

=0

S’il n’y a pas d’erreurs d’arrondi:

k—1
Ytk = D [=0iYntj + hBif (Tntjs Yn+s))- (4.13)
=0
On soustrait:
k—1
Ent+k = Z{_O‘jen+]’ + h/Bj [f(xn+j7 y($n+j)) - f(xn+ja yn+j)]} + 'C[y(xn): h]
7=0
Alors
k-1
lensrl <D [| = aj] lentj| + hlBj| L lentj| + [Lly(2n); h]l], (4.14)
§=0

ou par (4.12)
|Lly(z,); h]| < WPHIGY.

On substitue maintenant dans (4.14):

k—
lentk| < Z —aj + hL|Bj|)|ent | + RPYIGY,  n=0,1,2,....  (4.15)
7=0

Pous simplifier on pose

k—
Pj=—a;+hL|Bl, P=) P, Q=h"*GY. (4.16)
7=0

[uy

Alors o, =1 et Z o 0j = 0 donnent:

P=1+hLB, (4.17)
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et
k-1
B=) |Bjl-
=0
Soit
5=
u:ogl?.)ka el

De (4.16) & (4.19) on obtient quatre inégalités utiles pour la suite:

P;>0, P>1, Q>0 6>0.

De (4.15) on déduit

k—1

|en+k|§ZPj|en+j|+Q, n=0,1,2,....
3=0

Si ’on pose n = 0 dans (4.21), il vient de (4.19) et (4.20):

k—1
lex| <Y Pid+Q=P5+Q.

=0
Si ’on pose n =1 dans (4.21), il vient

k—1

lext1l <D Pileja| + Q.
=0

Maintenant, de (4.19) il vient
lej+1] <0, 7=0,...,k—2
de (4.22) il vient
lex| < PO+ Q

et de (4.20) il vient
< Ps+Q.

Alors
|€j+1|SP6+Q, 7=0,1,...,k—1.

Substituant cette inégalité dans (4.23) il vient

k—1
lens1] <D Pi(P6+Q) +Q = P25 + (P +1)Q.
j=0

65
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(4.24)
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Par ’hypothese d’induction

l
ek <SPS+ QY PY, 1=0,...,m—1. (4.25)
s=0

On voit que (4.22) et (4.24) vérifie (4.25) pour m = 1,2. Par (4.21)

k—1
|em+k| < Z leem+j| +Q. (4-26)
7=0
Par (4.25)
m—k+j
lemsil < P™RETSLQ Y P, j=0,1,.. k-1,
s=0
m—1
< P"+QD P

s=0
Donc par (4.26)

m—1
(Pm5+Q > PS) +Q

s=0
m
P54+ Q> P
s=0

Donc (4.25) est vraie pour | = m.

Conclusion.
n
|en+k| S Pn+16+QZPSJ n:071737"'7
s=0
n+k—1
< PRs4+Q Y P, n=0,1,2,...,
7=0

puisque k£ > 1, ou bien

n—1
len] < P"6+Q) P
s=0

pP" -1

= P%+Qp—g, n=kk+l...
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La méme borne est valide pour n = 0,1,...,k — 1, puisque par (4.20)
pr—1
S =0,1,...,k—1.
len] <9< (5+QP_1, n=0,1,...,k
Donc WY
len] <6(1+ ALB)™ + B (1+hLB)" —1]. (4.27)

et d’apres nh = z,, — a:

(1+ hLB)" < "htB = L B(zn—0a)

Alors WCY
LB(zn,—a) LB(zn—a) _
len| < de tI5 [e 1|, (4.28)
et par e — 1 < z €7,
len| < [6 4 (2n — a)hPGY] eFBEn—a) (4.29)

Si les erreurs d’arrondi & chaque pas sont d’ordre h9*!  alors on remplace (4.13)

par
k-1

Gntk = D _[=Gnts + B f(@nts Pntg) + 0K AT,
j=0

ou || <1let ki >0. Et avec é, = y(z,,) — Jn, on a la borne de l'erreur globale
de méthode et d’arrondi:

En| < [0+ (2n — a)(WPGY + h1K;)] el Blon—a), (4.30)
Dans le cas général
|&n| < T*[AkS + (zr, — a) (WP PGY + hiK,)] el LB(@n—a) (4.31)
si |hBra;"|L < 1.

4.5 Commentaires sur les bornes d’erreurs

Si lerreur initiale est de 'ordre O (h”‘H) , les erreurs dans les valeurs de démarrage
ne domineront pas I’erreur globale quand h — 0. Sil’erreur locale de méthode est
hPHLGY, Perreur globale devient h?GY . Si l'erreur locale d’arrondi est h9t1 K,
I’erreur globale d’arrondi devient h9K, et si ¢ > p il n’y a pas de probleme. En
pratique on a

lerreur locale d’arrondi| < ¢;

alors dans (4.30) h?GY +¢ et dans (4.31) h?GY +¢/h. Egalement d’apres (4.30)
et (4.31),sip>1,q>1et § — 0 lorsque h — 0, alors &, — 0 lorsque h — 0 et
nh = x, — a.
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Remarque 4.1 Si K; = 0 (on ignore les erreurs d’arrondi),

€n =€y = y(mn) — Yn;

alors on a démontré que la consistance (p > 1) = convergence pour les méthodes
explicites de la classe A, (la zéro stabilité est utilisée pour établir (4.31)).

Applications. Si ’on peut estimer:

y= max |y"+(a),
z€[a,b]

on a une borne a priori de ’erreur. Mais cette borne est souvent tres pessimiste.

Exemple 4.2 Considérons: y' = Ay, y(0) = 1, A < 0, et appliquons la méthode
d’Euler:

Yntl — Yn = hfn = hAyn.
On néglige les erreurs d’arrondi, K1 = 0, et les erreurs initiales, § = 0, et ’on
prend yo=1. Alors L= |\, =1,p=1et

k
Lly(za)ih] = % / G(s) ds
1 1

- [-1(0-s)% +1(1 —s)L —1x0] ds

1o
1 21
s 1 1
= 1— —s—" | =1—--="2.
/0 (1-s)ds=s 2, 5= 3
Donc de (4.30) il vient
1
len] < EmnhYe‘)‘lw". (4.32)

On obtient une borne plus précise de la fagon suivante. Posons:

Y(@nt1) = y(@n) + hAy(zn) + Tng,

olt Tny1 = 1h%y@ (2, + 6h), 0 < 6 < 1. Puisque y? (z) = N2y(z), y(0) > 0 et
y(x) = 0 seulement lorsque y'(z) = 0, alors y® () > 0 pour tout z > 0. Donc
0 < Thy1 < 39°Y, et

ent1 = (]. + h)\)en + Thiy1-
Par conséquent,

€ = 0,
€1 = Tl;
ey = (]. + h/\)el +T5 = (]. + h)\)Tl + Ty

en = (1+AN)" T+ (1 +hN)" 2Ty + -+ T,
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Si h < —1/), alors

1
en < SRy [L+RAT 4 4]
1 1
< énth = ixnhya
c’est-a-dire )
0<e, < iwnhY, (4.33)

alors que (4.32) donne la borne
1
iwn hY el*zn

qui peut étre beaucoup plus grande.

Conclusion. Si l'erreur locale est O (hP*1), Derreur globale est O (h?).

4.6 Théorie de la stabilité faible

Soit la, méthode consistante et 0 stable

k k
Z UYntj =h Z BjFnt (4.34)
Jj=0 J=0
La solution exacte du probleme aux valeurs initiales satisfait
k k
> ay(@ntg) =h Y Bif @nis, y(@nis)) + Toik, (4.35)
J=0 j=0

ot Tyt = L[y(zx); h] est erreur locale de la méthode. On note {{y,} la solution
de (4.34) ou une erreur d’arrondi R4 est commise 3 la ntéme application de
(4.34):
k k
> ajingi =0 Bif (@nsjrGnti) + Buyr- (4.36)
Jj=0 j=0

On note é, = y(x,) — Gn, Uerreur globale de méthode; alors de (4.35) moins
(4.36) il vient:

k k
> ajént; =hY_ Bilf(@ntjry(@ni;) = f@nisGnri)] + Snirs

=0 =0
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oU ik = Ttk — Rntr- Si f € C'(y),
k k
. of .
Z Qjényj =h Z Bi Em (@ntjs En+j)entj + Pnths
=0 j=0

ol &, j se trouve dans l'intervalle borné par y(2,+;) et §nj.
On introduit deux hypotheses de simplification:

0
—f A, une constante,
Oy
(4.37)
on = o, une constante.

Sous ces hypotheses, ’équation aux différences pour lerreur €, se linéarise:

— hAB;)enyj = 0. (4.38)

QM@

Par la section 1.2, la solution de (4.38) est

k

i ¢
fn= dg———— (4.39)
; hAY 5 B

ol les ds; sont des constantes arbitraires et les rs sont les racines, supposées
distinctes, du polynome

k
D (e — kg =0, (4.40)
7=0
c’est-a-dire ~ B
™ (r, h) = p(r) — ho(r), (4.41)
ol ~
h = hA. (4.42)

On appelle 7 (r, ﬁ) le polynome de stabilité de la méthode. L’intérét de cette

analyse n’est pas d’estimer €, mais de décider si oui ou non €,, va croitre avec
n.

Définition 4.1 La méthode (4.34) est absolument stable, pour un h donné, si
[rs| < 1,8 =1,...,k, et absolument instable autrement.

(«, B) est Vintervalle de stabilité absolue réel si (4.34) est absolument stable pour
tout h € (a, B).

Si (4.34) est absolument instable pour tout A, on dit qu’elle n’a pas d’intervalle
de stabilité absolue.



4.6. THEORIE DE LA STABILITE FAIBLE 71

Remarque 4.2 La condition |r,| < 1 reste suffisante pour que é, décroisse dans
le cas de racines multiples.

Remarque 4.3 L’intervalle de stabilité est uniquement déterminé par les coef-
ficients de la méthode. Toutefois la borne supérieure de h dépend de A et donc
de ’équation différentielle particuliere. Si celle-ci n’est pas linéaire, 9, f n’est
pas constante; on choisit alors une borne pour A ou une valeur typique pour 9, f
sur un sous-intervalle.

Remarque 4.4 Une méthode consistante et zéro stable (4.34) est absolument
instable pour h petit > 0.

Démonstration. Lorsque h = 0, les r, sont les racines ¢, de p(¢) au bord ou &
I'intérieur du disque unité. Mais ¢; = 1. Soit 71 la racine de (4.41) qui converge
vers (1 avec h — 0. On montre que

r=e"+0 (71”“) lorsque A — 0. (4.43)
Par la définition de ’ordre,
cler;n] =0 (rt).

Donc avec y(z) = e*® on obtient:

e Ek: [y Xentih) — pgixeXenti| = 0 (Rt

Jj=0

c’est-a-dire
k

e 3= o () =i, (4] =0 (i),

On divise par e*=:

™ (e%ﬁ) =p (eﬁ) — ho (eh) =0 (fL”'H) .
Puisque les racines de (4.41) sont r1,72,...,7, on peut écrire

7 (rsh) = (e = BB —m)(r —12) -+ (r = 0);

on pose r = el

(F =) (5 =) - (5 i) = 0 (#*).
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Lorsque h -0, e" = 1 et r, = (. Alors le premier facteur du premier membre
— 0 quand A — 0. Aucun autre facteur ne peut faire de méme puisque par la
0 stabilité, (1 = +1 est une racine simple de p(¢). Donc (4.43) suit. On a aussi
démontré que

rn=e +0 (in_H) >1
lorsque b — 0+. [

Remarque 4.5 Certaines méthodes n’ont pas d’intervalle de stabilité absolue;
pour celles-ci il est inévitable que ’erreur croisse.

Les méthodes optimales (k pair d’ordre k + 2), n’ont pas d’intervalle de stabilité
absolue. Intuitivement si toutes les racines parasites de p(¢) sont strictement &
Iintérieur du cercle unité, la méthode admet un intervalle de stabilité absolue
non nul. Or, les méthodes d’Adams ont toutes les racines parasites & l'origine;
donc l'intervalle de stabilité absolue est assez grand.

Remarque 4.6 Si A =~ 9,f > 0 pour un h petit, Derreur augmente au rythme

des calculs. En effet, I’hypothese 0,f = A n’est valide que pour les équations

de la form y' = Ay + g(z), A constante, dont la solution contient un terme

de la forme Ae*®. Si la solution est dominée par des termes en r}, puisque
- n ~

rf = <eh) +0 (hp+1), Perreur augmente au méme taux que la solution, ce qui

est acceptable.

Définition 4.2 La méthode (4.34) est relativement stable, si pour un h donné,
les racines r; de (4.41) satisfont |rs| < |r1|, s = 2,...,k; elle est relativement
instable autrement. L’intervalle (a, 3) C R est un intervalle de stabilité relative
si (4.34) est relativement stable pour tout & € (e, ).

Remarque 4.7 Une méthode (4.34) dont l'intervalle de stabilité absolue est
vide, peut avoir un intervalle de stabilité relative non nul.

Exemple 4.3 La méthode de Simpson, étant optimale, ne possede pas d’inter-
valle de stabilité absolue non nul. En effet, p(r) =r?—1et o(r) = $(r? +4r+1).
Le polynéme de stabilité (4.41) devient

™ (r; B) = p(r) — ho(r) = (1 - %h) r? - %ﬁr - (1 + %h) =0, (4.44)

Les racines sont réelles pour tout h:

ht/2h2+1- Lh2

1-—

Wl
+
O

r =

W=
>
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Sik > 3, en général il est impossible d’exprimer 75 explicitement comme fonction
de h. Dans ce cas on peut approcher les racines rs & h prés. De (4.43) il vient:

r1:1+ﬁ+0(7~12).

Considérons de nouveau la méthode de Simpson. Puisque (» = —1 est 'unique
racine parasite de p({) = 0, on peut écrire

r2=—1+77z+0(i32).

Si I’on substitue cette valeur dans (4.44) on obtient

’Y:g-

Voici le détail des calculs:

(1 - ga) (<14 98)" = 2k (~149B) - (1+ gfa) +o (i) =o,

On voit que l’intervalle de stabilité absolue est nul. L’intervalle de stabilité
relative est de la forme (0,3), 8 > 0. De (4.44) il vient que § = +0o pour la
méthode de Simpson. Cette méthode est donc & déconseiller si 0, f < 0; mais si
0y f > 0 l'erreur n’augmentera pas relativement & la solution. On peut dire la
méme chose de n’importe quelle méthode optimale.

Exemple 4.4 Voici un exemple simple di a Stetter et qui illustre 1’utilité de la
stabilité relative quand J, f < 0. Soit la méthode consistante et 0 stable:

1
Ynt+2 — Yn = ih(fn+1 + 3fn) (4'45)

De (4.41) il vient



74 CHAPITRE 4. MISE EN (EUVRE DES METHODES MULTIPAS

En appliquant une analyse a O (fﬁ), on obtient pour h suffisamment petit:

1.
rn=1+h r=-1-zh

On voit que l'intervalle de la stabilité relative est de la forme (0,3), 8 > 0 et
lintervalle de la stabilité absolue de la forme (a,0), & < 0. Si ’on adopte la
définition de la stabilité absolue, on utilise la méthode seulement quand 9, f < 0;
mais dans ce cas, le module de l’erreur, dominé par |rz|™, décroit moins lentement
que la solution qui, elle, est dominée par |r{|". Si d’autre part, on adopte la
définition de la stabilité relative, on utilise la méthode seulement quand 9, f > 0;
dans ce cas on accepte une erreur qui augmente en module mais plus lentement
que ne le fait la solution. Cet exemple nous fait préférer la stabilité relative.

Exemple 4.5 Considérons une autre méthode consistante et 0 stable

Yn+3 = Ynt2 + Ynt1 — Yn = g(fn+2 = 4fnp1 +13 /7). (4.46)
De (4.41) il vient

- (1+%l~z> r? 4+ (1+§ﬁ)r— (1+1—537L> =0. (4.47)

Lorsque h = 0,
r = ]., ro = i, r3 = —1.

Quand h #0, 7, =14+ h+0 <7L2). Donc aux termes en h pres,
ry = (1 +77L) eillm/2)+0k] re = (1 +7;l) e—il(n/2)+0R]

puisque pour ﬁNpetit, r9 et r3 restent complexes et de ce fait conjugées. Alors
aux termes en h pres, (4.47) devient

(r —-1- E) [r - (1 + 7%) ei[(”/2)+9’~’]] [r - (1 + ’)/il) e ilm/2)+0h]| —
Les termes indépendants de r de ’équation précédente et de (4.47) donnent
. N2 13-
_ (1+h) (1+7h) S (1+gh> :
De nouveau négligeant les termes en A2 et h3, on obtient

’Y=5-
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Ainsi 4
— _ =7 72
[ral = Irs| =1+ 2R+ 0 (#)
et

|r1|:1+ﬁ+0(52).

Donc lintervalle de stabilité relative est de la forme (0,3),8 > 0. Cependant
I'intervalle exact de la stabilité relative est la réunion de trois intervalles:

(- 252 YU (022 Y a4

Cet exemple nous rend excessivement pessimistes devant la stabilité relative.
D’autre part, 'exemple de Stetter nous rend excessivement pessimistes devant
la stabilité absolue.

Conclusions:

i) Pour un petit & > 0, toutes les méthodes consistantes et 0 stables sont
instables dans le sens absolu.

ii) Une méthode relativement stable pour un petit h < 0 est absolument
stable puisque |r1] < 1.

iii) L’analyse O (h) donne de Pinformation utile sur la nature de I'intervalle

de stabilité mais non sur sa longueur.

Par exemple, considérons les méthodes & un pas respectivement d’Euler et des
trapezes. Pour Euler, r; = 1 + h et Pintervalle de stabilité absolue est (—2,0).
Pour les trapézes, r1 = (1 + 1h)/(1 — 1h) et lintervalle de stabilité absolue est

(—00,0). Mais ’analyse O (71) donne r = (1 + ﬁ) pour les deux méthodes.

La définition de la stabilité relative n’est pas applicable aux méthodes & un pas.
iv) La théorie de la stabilité faible dépend fortement de ’hypothese (4.37):
0y f = A une constante.

Exemple 4.6 Considérons

h
Ynt2—(1+a)ynr1+ay, = E[(5+a)fn+2+8(1_a)fn+l_(1+5a)fn]: -1<a<l.

i) Prouver que l'intervalle de stabilité absolue est

a+1
(5550)

et 'intervalle de stabilité relative est

§a+1 o
2a—1’ )

ii) Mlustrer le cas a = —0.9 en résolvant y' = —20y, y(0) = 1.
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Solution. i) —1 < a < 1 = 0 stabilité, d’ordre 3 si a # —1, d’ordre 4 si a = —1
(méthode de Simpson). Soient le polynéme de stabilité en la variable r:

a+£(1+5a) =0

ﬂ(r,ﬁ): ll—%(5+a) 12

r?— (1+a)+gﬁ(1—a) r+
00+ 50 -]

(4.48)
et son discriminant:

A=(—a) +h (1) + i (7T 2a+7a%).

Considérant A comme un polynéme du second degré en h, on trouve que son

discriminant est 4
——(1-a)*<o0.
S(1-a)
Donc A > 0 pour tout h = (4.48) admet des racines réelles distinctes 71,75 tout

h et tout a.

Stabilité absolue. On sait que h=0=r =1 Alorsr = —1 dans (4.48)
=>h=6(a+1)/(a—1)<0.

Remarque: L’intervalle (6(a + 1)/(a — 1),0) — (0,0) lorsque a — —1+ et —
(—00,0) lorsque a — +1—.

Stabilité relative. Puisque 7; et ro sont réelles, les bornes de Iintervalle de
stabilité relative sont données par |ri| = |ro|, c’est-a-dire:

rKL ="To, rhn = —Tg.

Or r; = ry ne se produit jamais; donc I'intervalle se prolonge & +oo.
Mais ry = —r2 se présente lorsque le coefficient de r dans (4.48) s’annule c’est-
a-~dire lorsque
= 3a+1
h=— .
2a—-1
Ceci termine la démonstration de la partie (i).

ii) On pose a = —0.9 dans (i). Alors on a:
pour la stabilité absolue: —0.316 < —20h < 0, c’est-a-dire si h < 0.016.
pour la stabilité relative: —0.079 < —20h < +00, c’est-a-dire si h < 0.00395
Si 'on prend: h = 0.01, erreur décroit (stabilité absolue), si h = 0.02, I'erreur
augmente, et si h = 0.04, l’erreur augmente.

Exemple 4.7 Démontrer 'instabilité absolue et relative de la méthode de Simp-
son lorsque Jf, < 0 en l'appliquant a 1’équation

y'=-10(y —1)%,  y(0)=2.
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Solution On a 0y f = —20(y — 1) < 0 prés de z = 0. La solution théorique est
y =1/(1+ 10z) < 0 pour tout > 0 (voir la table 7 du manuel).

Dans ’avant-dernier exemple, on avait une équation linéaire et on restait pres des
bornes de l'intervalle de stabilité absolue; les instabilités étaient par conséquent
faibles.

Dans le dernier exemple, 'accroissement de 'erreur da & l'instabilité faible est
rapide. On voit aussi qu’on ne peut employer une méthode optimale qu’avec
discernement.

Remarque. La méthode reste convergente quand

h— 0, nh = x, — a = constante,

mais pour un h fixé, x, — co quand n — oco.

4.7 Détermination des intervalles de stabilité

Méthode du tracé du module des racines pour une méthode & k pas. On
résout (4.41):
n(r,h) = p(r) = ho(r) = 0

pour plusieurs valeurs de h pres de 0, en utilisant, par exemple, Newton-Raphson
et ’on trace la courbe

Irs(h)|, s=1,2,...,k,
en fonction de h.

Exemple 4.8 Appliquer cette méthode & I’exemple de Stetter (4.45):

1
Ynt2 — Yn = Eh(fn+1 +3fn).

On obtient le polynéme de stabilité:

7 (r1h :7“2—157‘— 1+§7L =0,
CORE 2

qu’on résout pour les valeurs de i = —2.0(0.2)(1.0). On trouve que Pintervalle
de stabilité absolue est (—1.33,0) et l'intervalle de stabilité relative est (0, ),

B>1, (8= o).

Critére de Schur.
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Définition 4.3 Le polynéme
o(r) = cpr® + cp_1r* L+ L+ ar 4 ¢, ¢; € Coer, #0,c0 #0, (4.49)

est un polynéme de Schur si les racines sont toutes strictement & l'intérieur du
disque unité:
Irs| < 1, s=1,...,k.

Notons le conjugué complexe de ¢ = a+ ib € C: ¢* = a — ib, et considérons le
polynéme adjoint de ¢:

o(r) =cyrk + ...+ c}. (4.50)

Maintenant formons le polynéme

[60)6(r) - 9(0)9(r)] - (451)
1l est évident que deg 1 < k — 1.

Théoréme 4.1 (Schur): ¢(r) est un polynéme de Schur < |$(0)] > |$(0)| et
¢1(r) est un polynome de Schur.

Une premiere application, & la stabilité absolue. L’intervalle (a, 3) est un inter-
valle de stabilité absolue si pour tout & € (a, ), le polynéme = (r, E) (4.41) est
un polynéme de Schur réel. Par récurrence, on obtient:

fr(o,h) >7r(0,h), deg m <k —1,

i (r,ﬁ) > i (o,ﬁ) . degma < k-2,
etc. jusqu’au degré 1.

Une seconde application, & la stabilité relative. On adopte la définition: |ry| <

e’~‘, s=1,...,k, et on substitue r = Reh dans (4.41); alors

p (Re’-l) —ho (Rei‘) =0.
Notons les racines de cette équation: Rs, s =1,2,...,k; alors le critére de Schur
donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que |Rs| < 1,s =1,2,...,k,

c’est-a-dire )
rs| < e’;

ici les inégalités transcendantes en h peuvent étre difficiles & manipuler.
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Exemple 4.9 Appliquer le critére de Schur & 'exemple de Stetter (4.45). On a

w(r,ﬁ) = rz—%ﬁr— (1+gl~z>,

fr(r,ﬁ) = - (1+;i~b> r2—%l~zr+1,

#0R) > [x(oB)] s |(1438)] <1
Be(—%,o).

De (4.51) on obtient le polynéme du premier degré

c’est-a-dire si

- (r, iz) = —%B (2 + gh> (3r +1);

ce dernier s’annule & r = —1/3; on a donc un polynéme de Schur et I'intervalle
de stabilité absolue est (—4/3,0).
Critére de Routh-Hurwitz. La transformation de Mdbius

r_1+z
T 1-2

applique le demi-plan {fz < 0} sur le disque disque unité {|r| <1} etr=1=
z=0. De (4.41) il vient

142 ~ 142
p(l—z>_h0<1—z>_0

On chasse les dénominateurs en multipliant par (1—2)* et on obtient un polynéme
de degré k:

apz® +a12F "+ ... +a, =0, (4.52)
ol sans perte de généralité ag > 0. Les racines de (4.52) satisfont {Rz < 0}, c’est-
a-dire les racines de w (r, 71) = 0 satisfont {|r| < 1} < les mineurs principaux
de la matrice ) d’ordre k sont positifs:

ap az as -+ Gop_1

ap Gz ag -+ Gop2

0 a1 a3 --- a3
Q=10 a a -~ asgps |




80 CHAPITRE 4. MISE EN (EUVRE DES METHODES MULTIPAS
ouaj=0sij>k.
1l est possible de démontrer que cette condition implique que

aj >0, i=0,1,... k.

Donc la positivité des coefficients de (4.52) est une condition nécessaire mais non
suffisante pour la stabilité absolue. Pour k£ = 2,3 et 4 les conditions suivantes
sont nécessaires et suffisantes pour la stabilité absolue.

k=2: ap >0, a1 >0, ay>0, apz®+aiz+as,
ai 0
ag a2 ’

k=3: ap >0, a1 >0, a3>0, aay—asay >0,

3 2
apz” +a12° + asz + as,

ai as 0
ag as 0
0 a; as
k=4: ag >0, a1>0, a2>0, a3>0, a4 >0,

aiaa3 — aoag — a4af > 0,

a; as 0 0

ag ay ag O

0 a; as 0

0 apg a2 Q4
Méthode de la position du bord. On considére 75 et & € C et on définit une
région R de stabilité absolue pour h € C telle que les racines de (r, 71) sont a
Pintérieur du cercle unité: |rs| < 1 si et seulement si h € R. Le bord de cette

région est noté OR. Puisque les racines sont des fonctions continues de h, une
racine ry va satisfaire |rs| = 1 lorsque h € OR, c’est-a-dire

T (eia,ﬁ) := p (€) — ho (€¥) = 0;
alors

ei0
ho) =2 ((ew;'

Pour h réel, les bornes de I’intervalle de stabilité absolue vont étre des points ou
OR coupe 'axe des réels. On doit vérifier une valeur de h pour s’assurer que les
racines sont bien & ’'intérieur et non a 'extérieur du disque unité.
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Exemple 4.10 Utiliser la méthode de la position du bord pour établir 'intervalle
de stabilité absolue pour la méthode (4.45)

1
Yn+t2 —Yn = Eh(fn-i-l + 3fn)

Ici 1
pr) =1 =1, olr) = 5(r+3)

et OR est donné par

~ p (eia)
he) = o (e¥)
e2i0 -1
= Yais
_ 3(cos26 — 1) +i(3sin 26 + 2sin6)
N 5+ 3cosf
_ 3(cos20 —1) +i2sinf(3cosh + 1)
N 5+ 3cosf '
Le bord coupe 'axe des réels si sinf = 0 ou 3cosf@ = —1 c’est-a-dire quand

6 = 0,7, + arccos(1/3). On a employé 'identité cos(f — m) = — cos¥.
Quand 8 = 0 et 7, h(4) = 0.
Quand 6 = 7 % arccos(1/3), h(6) = —4.
Donc les bornes de I'intervalle de stabilité absolue sont —% et 0.
On vérifie que les racines sont & lintérieur du cercle unité: quand h = —%
I’équation
p(r) —ho(r) =0

devient 1
2
—r=0.
r° 4+ 3
On voit donc que les racines 11 = 0 et 7 = —1/3 de cette derniére sont a

Vintérieur du cercle unité. Donc l'intervalle de stabilité absolue est (—3%,0).

4.8 Comparaison entre les méthodes explicites
et implicites

La supériorité des méthodes implicites sur les méthodes explicites provient du
plus grand intervalle de stabilité absolue des premiéres, comme on peut le voir
aux tableaux suivantes pour les méthodes d’Adams-Bashforth et d’Adams—
Moulton.
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TABLEAU. Méthodes d’Adams—Bashforth — explicites.

Nombre de pas k 1 2 3 4
Ordre p 1 2 3 4
Const. de ’erreur Cpi1 % % % %
Borne gauche de I'isa. o |-2 -1 —%& —13—0
TABLEAU. Méthodes d’Adams—Moulton — implicites.
Nombre de pas k 1 2 3 4
Ordre P 2 3 4 5
Const. de erreur Cot1 | -5 -5 -2 -5
Borne gauche de l'iisa. o | —o00 —6 =3 —%

4.9 Méthodes prédicteurs-correcteurs

On aborde maintenant la question (iii) soulevée & la section 4.1: Quelle est la
meilleure fagon de résoudre I’équation implicite

k—1 k—1
Ynik + Y Yntj = WBkS @ntis Ynrk) + B Y By frt- (4.53)
j=0 j=0

pour yn4x? La récurrence

k-1 k—1
yER D ey = hBkS (TninsuShe) Fh Y Bifurss 5 =01,..., (454)
§=0 §=0

N 0 . . .
ou yELJ]rk est arbitraire, converge si

1
L|Br|

On emploie une méthode explicite, appelée prédicteur pour obtenir la valeur

approchée yﬂr  qu’on corrige au moyen du correcteur (4.53).

h (4.55)

On dit qu’on corrige a la limite si’on itere (4.54) jusqu’a ce que |y£f:_r,§ - y,[flL el <

€, ou € est fixé. Dans ce cas, 'erreur locale et la stabilité faible sont celles du
correcteur.

Si 'on applique (4.54) m fois, m fixé, Perreur locale et la stabilité faible peuvent
dépendre également du prédicteur.

Notation 4.1 On emploie la notation précisée par Hull et Creemer:
P une application du prédicteur
C une application du correcteur
E une évaluation de f a des valeurs connues de ses arguments.



4.9. METHODES PREDICTEURS-CORRECTEURS 83

Alors on écrit PEC si 'on a la suite des opérations

P— yﬂk

E— 9, = ($n+kay1[?]+k)

On écrit PECEC ou P(EC)?. On écrit P(EC)™ si 'on accepte

£t = 1 (oY)

pour fpik; de méme on écrit P(EC)™E si 'on accepte

fn+k =f (wn-i-kvyg—nl-]k)

pour fnyp.
On verra que les caractéristiques de la stabilité faible de P(EC)™ et de P(EC)™

sont tres différentes.

En pratique on choisit P et C' du méme ordre. Pour simplifier I’écriture des
formules, il sera plus simple de supposer artificiellement que k* = k, quitte & ac-
cepter que, pour le correcteur, ag et B9 puissent tous les deux s’annuler. Soient
les polynomes caractéristiques, respectivement, du prédicteur:

k k
Q=) aid, ai=1, Q)= B, (4.56)
=0 =0
et du correcteur:
k . k .
0= o, a=1 aQ=) 8¢ (4.57)
j=0 j=0

On peut alors définir formellement P(EC)™E

yn+k+2a yn—i—] = hzﬂ fn+J’
fT[ﬂ-k = f (mn+k7y£b_]|_k)7
ii§]+zagynﬂ = hﬂkf k+h2ﬂj nﬂ, s=0,1,...,m—1,

=1 (mn+k,y[n+]k) : (4.58)
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et P(EC)™
0 m—1
y[n-]l-k +Za y"+J = hzﬂj [ ]’
fr[bs-}-k = f (mn+k7y£L_]|_k) ) (459)
Tfikl“rzagynﬂ = WG k+h2ﬂ fml s=0,1,..,m—1.

4.10 Erreur locale

Sous I’hypothese de localisation, on suppose que Ym4j, § = 0,...,k — 1, sont
exactes. Si

y(z) € CP 2 Jor?,

les erreurs du prédicteur et du correcteurs sont respectivement de la forme

E*[y(x),h] — . +1h1’ +1y(P +1)( )+ 0 (hp*+2)
(4.60)
Lly(x);h] = Cppih?Ty®H () + O (hF2).
Si on applique (3.25) au prédicteur P on obtient
Y(@nir) = 4l = oo b+ ) () 4+ 0 (7" +2) (4.61)

On redérive (3.25) pour le correcteur C.

k k
Zajy(wn-i-j) = hZﬂjf(xnﬂay(mn-i-j)) + L[y(zn); hl,
= =
::kl] + Z O‘Jy[ﬁr]j = hBf ($n+k> y[nsJ]rk)

+hZBJ ($n+J5yn+]t])a §=0,...,m—-1,

ot t =0 dans le mode P(EC)™E et t = 1 dans le mode P(EC)™
On soustrait et on utilise ’hypothése de localisation:

y($n+k) y[:_:_]j] = hIBk I:f(mn+k7y($n+k)) - f ($n+kay[n+k)] +'C[ ( ) ]
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0 s
B g @t ots) (o) = 95 + Lly(za)i )
s=0,1,...,m—1, (4.62)

Le cas: p* > p (h* = h). Si l'on substitue (4.61) dans le second membre de
(4.62) avec s = 0, alors de (4.60) il vient

Y(Tntr) — Z/Erk = Cpr1 WPy (z,) + O (h7+2) .
Par substitutions successives dans (4.62), avec s = 2,3,...,m — 1, on obtient
Y(@nyr) — y£L+k =C, +1hp+1 (P‘H)( n) + O (hp+2) . m=12....

Conclusion. L’erreur locale principale du PC est uniquement celle de C' pour
les modes P(EC)™E et P(EC)™ si p* > p.

Le cas: p* = p— 1. Si on substitue (4.61) dans (4.62) avec s = 0, on obtient

0
y(@nir) — 9L, = 5k6—£C;y(”’(wn)+Cp+1y(1’+1)(wn) WPl 4 O (hPH2)

Pour m = 1 on voit que l'erreur locale principale est du méme ordre que celle
du correcteur, mais differe de celle-ci; mais par substitutions successives dans
(4.62) avec m > 2, on voit qu’elles sont identiques.

Le cas: p* = p—2. (4.61) dans (4.62) donne:

Y(@nik) = Yoby = 5kaf Cr_yy®V(z,) + O (hPH)

Alors pour m = 1, ordre de l’erreur locale principale est un de moins que celui
du correcteur.
Une seconde substitution dans (4.62) donne:

Y(@nik) — Uik = [(Be0L)2 ooy @a) + Cpray @) ()| W 4+ 0 (W2F)

qui est du méme ordre que l'erreur de C'. Pour m > 3 les erreurs principales
sont identiques.

Le cas général: p* > 0,p > 1,m > 1, voir le manuel, pp. 90-91.

L’estimation de Milne. Soit p* = p. Alors on peut estimer I'erreur locale
principale de la méthode PC' sans estimer de dérivées supérieures de y(x). Du
fait que

Cprt PPy @) (1) = y(@pys) — y[n"j_]k +0 (hr+2),
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et
Co Py () = y(wngr) — vy, + O (7F2),

apres soustraction, on obtient ’estimation

C
pHL (1) () — p+1 ml (0]
Cp+1h Y (iEn) C*+1 . Cp+1 (yn+k yn+k) . (463)

p
Remarque: Comme (4.63) dépend de ’hypotheése de localisation, cette esti-
mation donne seulement une approximation de I’erreur locale principale. Au-
jourd’hui on emploie (4.63) surtout pour estimer le pas h approprié. Hamming
a employé (4.63) pour estimer Perreur locale principale soit de P, soit de C.
Pour P:

C*
C;+1hp+1y(p+1) (zn) = *piﬂ (?lgi]k - yﬂk) )
p+1 — “ptl

On ne peut utiliser cette estimation pour améliorer la valeur prédite puisque
[m] y T foi P . ‘s
Yy D'est pas encore connue. Toutefois, dans I’expression précédente,

le 1M = Ch Ry (g, 1) + O (RPH2)
Cx
_ Pt [m] [0] P2
= 2 (g —ye )+ O (hPTP).
Cp+1 - Cpi1 ( +k—1 +k 1) ( )

On remplace yfjrk par la valeur modifiée:

c*
~[o]  _  [0] p+1 [m] [0]
yn yn * yn -1 yn _ (464)
+k +k 1~ Cpit ( +k-1 +k 1)

Cette étape s’appelle modificateur et se note M.
Pour C: (4.63) donne:

) Cpt1 0
?/m]k = yi"l]k + % (yg—ni-]k - yL-]i-k) . (4.65)
p+1 p+1

On a donc les modes PM(EC)Y"ME et PM(EC)™M.

Remarque 4.8 L’utilisation de M apres la correction finale enléve la possibilité
d’utiliser (4.63) pour controler les pas. Il est probablement préférable d’utiliser
des méthodes d’ordre plus élevé et ensuite utiliser M. Toutefois, les algorithmes
modernes controlent le pas avec (4.63) et modifient yiﬂrk par (4.65) soit avec
s=1,...,m, soit avec s = m seulement.
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Exemple 4.11 Soient les méthodes d’ordre 4:

P:  p(Q)=¢"-1 a*(¢) = 5(25° - * + 2¢),
Ch: pi(Q)=¢ -1 o1(¢) = é(@ +4¢+1), (4.66)
CO: pa(Q) =G-8 +% 02(0) =5 +2¢-0).

La méthode de Milne est donnée par PEC(VE et celle de Hamming par PM EC®) M E.

Exemple 4.12 Comparer P et C(* dans

i) le mode de correction jusqu’a convergence,
ii) le mode PECE,
iii) le mode PM ECE,

pour résoudre le probléme & valeur initiale

y' = —10(y — 1)?, y(0) =2, 0<z<0.2, h =0.01.

La solution y =1+ 1/(1 + 10z) dans (i) donne yfi,i] - ygﬂk <1079.

4.11 Stabilité faible

La stabilité faible des méthodes prédicteurs-correcteurs dépend & la fois de P et
de C, si ’on ne corrige pas jusqu’a la limite. Comme 4 la section 4.6, notons les
polyndmes de stabilité absolue du prédicteur et du correcteur:

mp(r,h) = p*(r) — ho* (r), mc(r,h) = p(r) — ho(r).

On montre que le polynéme de stabilité absolue du PC en mode PECE est

mpecE(r, h) = p(r) — ho(r) + hBi[p* (r) — ha™ (r)].
Pour ce faire, soient les valeurs approchées prédites et corrigées

gi?—]f—lw g1[11—]|—k: ~ Y(Tntk)

donnés par le prédicteur et le correcteur:

k—1 k—1
~[0 * ~|1 * ~[1 *
b+ DA, =h Y Bif (m"+j’y£b']i-]') + By,

=0 =0

k k—1
> 0sind; = hBef @nins Gaig) + B D Bif (@ntjsGts) + B,
7=0 7=0
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ou R} et R, sont les erreurs locales d’arrondi. La solution théorique y(z) du
probléme & valeur initiale satisfait

k k—1
Z a;y(xn—i—j) =h Z 5;f(mn+j7y(wn+j)) +T,
J=0 J=0
et
k k
Z Y (Tnys) = hz Bif(@ntj,y(Tnt5)) + Tn,
i=0 =0

ou T et T, sont les erreurs locales de P et C respectivement. On définit les
erreurs globales:

& = y(an) — g%, el = y(zn) - g

Si les expressions suivantes sont des constantes:
Oy f = A, h=h\,  Tix—-R:, T,—Rn,

on obtient les équations des erreurs linéarisées:

S[1]
k + Zajenﬂ = hZﬂ; [n+J + constante,

Z ae ~[n1lrj = hps 5[0 kT hz Bjé ~[nlL] + constante.
7=0

Si ’on substitue la valeur de é[nOJ]r &

obtient

de la premiere expression dans la seconde, on

ZO‘J €ntj — hz& Ent1 = —hp ZOéJ N[nllLJ - hZﬂ;‘ Ngﬂ + constante.

On additionne —ﬁﬂkégﬂrk aux deux membres et on emploie: o =1, B; = 0,
pour obtenir

k k
Z (a] - h,BJ) ~E+J —hB Z (a - h,B ) [nllﬂ + constante.
Jj=0 j=0
La solution en , dans le mode PECE, est de la forme

k
é%] — Z dsr™ + constante,

s=1
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ou les ds sont des constantes arbitraires et les rs sont les racines (supposées
distinctes) du polynome de stabilité

TPECE (r, 13) = p(r) — ho(r) + hBy [p* (r) — iw*(r)] =0.

De la méme fagon, on a les polynomes de stabilité suivants dans les modes
supérieurs indiqués:

mpeynn (1) = pr) = ho(r) + My (B) [p°() —ho* ()], (467)
ou -
M, (h) = (Eﬁk)m ﬁ m=1,2,...; (4.68)
mpworn (k) = Br* [p(r) = ho(@)] + Ma (B) [ (1)o(r) = p(r)o* ()]
(4.69)

Si L = |0y f|, la condition (4.55) devient

|hBk| < 1. (4.70)

Alors M, (h) = 0 quand m — co. Donc mpgcym — T et Tppcym — T, C'est-
a-dire lerreur dépend uniquement de C si ’on corrige jusqu’a la convergence.
Les polynomes de stabilité (4.67) et (4.69) ont toujours une racine de la forme

rmn=e"+0 (EPH) ;

alors les méthodes correspondantes sont absolument instables pour h petit posi-
tif. On peut appliquer les méthodes de la position des racines, le critere de Schur
et le critere de Routh—-Hurwitz aux nouveaux polynomes de stabilité sans modi-
fication. On doit cependant modifier la méthode de la position du bord puisque
le polynéme de stabilité 7 n’est plus linéaire en h.

Exemple 4.13 Chase a montré par la méthode de la position des racines, que
I'intervalle de stabilité absolue de la paire prédicteur-correcteur de Milne dans
le mode PECE est (—0.8,—0.3). Vérifier ce résultat pour y' = y, y(0) = 1,
0<z<100. Ici ,f = —1, h = —h.

Remarque: Si h = 0.8 ou 0.3, erreur est persistante. La méthode est absolu-
ment stable si 0.8 < h < 0.3.

Exemple 4.14 Répéter ’exemple précédent avec

5 1
"= bxyt - - = 1)=1.
Y sy = y(1)
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Solution. La solution analytique est y(z) = 1/z. On voit que
dyf = —10zy =-10 = h=—10h.

Ici encore 'erreur est persistante lorsque h = 0.8 ou 0.3.

4.12 Controéle du pas

On s’attaque maintenant & la plus difficile des quatre questions de la section 4.1.
Les bornes de l’erreur globale de la section 4.5 n’assurent pas une base

adéquate pour choisir h. La stabilité faible, & la section 4.6, donne un inter-

valle pour h tel que 'erreur globale ne “croit” pas. L’erreur locale des méthodes

PC et le critere de Milne & la section 4.10 peuvent servir au controle des pas.
On a les trois controéles suivants:

(i) contrdle de lerreur locale principale (4.63): |e.l.p.| < € & chaque pas,
(i) contrdle de la stabilité: h € intervalle de stabilité absolue ou relative,

(iii) contrdle de la convergence (4.55): h < 1/(L|Bk|) est satisfait.

Dans le cas d’une seule équation, on peut employer le truc de Nordsieck pour
estimer 0, f dans h = hd, f. Apres deux applications successives de C' en mode
P(EC)™E ou bien P(EC)™, m > 2 on a:

k—1
t=0, PEC)"E: ym M+ Z gyl = W fr A+ n g,

Jj=0

1
t=1, P(EC)™: yn+k+2a1yn+] S ]+hZﬂ] =
Si ’on soustrait, on obtient

yL"}r]k y'EL-‘rk hﬂk of (wn+km£fik”) (yﬂkl] y,[fikz])-

Alors

m—1

o= ha—fz yEz-‘r]k yL-ﬁ-k] m> 2

o~ 5 - s?)
(4.71)

11 o]

iL _ hg N hf (wn+kayn+k) - f ($n+kayn+k) m=1

= gy ¥ i _ ol ’ =+

yn+k yn—i—k

Remarque 4.9 Les expressions (4.71) ne s’appliquent pas & un systéme d’équations.
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4.13 Choix des méthodes

La plupart des algorithmes font appel au plus & 2 évaluations par pas et par
conséquent on limite cette discussion aux modes PEC, PECE et P(EC)?2. De
plus on suppose que p* = p afin d’utiliser le truc de Milne pour controler le pas.
Ces modes ont la méme erreur locale principale. On donne les intervalles de
stabilité absolue pour les paires d’Adams—Bashforth—-Moulton d’ordre 4:

P(EC)>® (—3.00,0)
PEC (—0.16,0)
PECE (=1.25,0)
P(EC)? (—0.30,0) (4.72)
PM(ECM)? (—0.66,0)
P(ECM)?  (—0.95,0)

On constate la supériorité du mode PECE. Dans le mode P(EC)? on peut
estimer /& au moyen de la premiére estimation de (4.71). L’utilisation du mo-
dificateur dans les deux derniers modes donne en fait des résultats d’ordre 5.
On considére maintenant le choix des paires PC. On remarque d’abord que
la méthode de Milne est en générale inadéquate & cause de sa pauvre stabilité
faible. La paire d’Adams—Bashforth—Moulton d’ordre 4:

h
P: Yntd — Yny3 = ﬂ(55fn+3 —59fny2 + 37 fn1 — 9fn),

h
C: Ynta = Ynts = o (Ofnea + 19 nss = Sfure + far),  (4.73)

avec ’estimation de D’erreur locale:
C5h5y(5) (xn) ~ ~270 (yL_]i_4 yL_]H) ,
est tres populaire. On obtient la constante de ’erreur principale, —19/270 de la
fagon suivante:
Lo nl L, 19 G 19 19
AR T PRTTT0 Oy = Cpn 251419 2707

L’intervalle de stabilité absolue en mode PECE est (—1.25,0). Crane-Klopfenstein
ont proposé le prédicteur suivant

Ynis — 1.547652y,45 + 1.867503y,12 — 2.017204y,,1 + 0.697353y,,
= h(2.002247 fp 13 — 2.031690 f, 4 + 1.818609f,, 1 — 0.714320f,,).  (4.74)

avec le correcteur de (4.73). On a alors lestimation de erreur:

1
5, (5) _ [1]] [0]
C5h' Y (mﬂ) 16.219 66 (yn+4 yn+4)
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et lintervalle de stabilité absolue: (—2.48,0).

A la suite de beaucoup d’expériences numériques pour une efficacité plus grande,
on devrait utiliser une méthode d’ordre plus élevé en mode PECE. Cependant
en mode PEC, on conseille le prédicteur de Klopfenstein-Millman

Ynid +0.2995 13 + 153910 — 12.13y,11 — 4.55y,,
= h(2.24f 13+ 6.65fni2 + 13.91f, 11 + 0.69f,) (4.75)

avec le correcteur de (4.73). Alors 'estimation d’erreur donne

1
5, (5) ~ _ [ _ o]
Csh’y"™ () = 18,0074 (yn+4 yn+4)

et l'intervalle de stabilité absolue est (—0.78,0).

4.14 Mise en ceuvre

On passe enfin au contréle du pas. Par exemple, pour une méthode & 4 pas,
si I’on double h on n’a qu’a employer y et f & Tpy3,Tny1,Tn—1 €t Tp_3, qu'on
aurait eu soin de conserver en mémoire, pour calculer y,41. Mais si I’on diminue
le pas de moitié, on aura besoin de y et f & z,,3/2 et T, 45/2. On peut recourrir
a un des procédés suivants.

(i) On peut employer Runge-Kutta (plus facile & programmer), I’algorithme de
Taylor ou la méthode d’Obrechkoff & un pas.

(ii) On peut pour obtenir les valeurs de y manquantes interpoler y & 2,55 et
Tp3/2 a Pordre du PC pres.

(iii) On peut recourrir aux formules de Ceschino: Ceschino a construit 3 formules
explicites et 2 formules implicites d’ordre 4 & utiliser lorsque le pas change de h
a wh.

(iv) Enfin, Nordsieck a suggéré d’emmagasiner les dérivées de 'interpolant poly-
nomial local, qui représente la solution, évaluées a un seul point, au lieu d’emmagasiner
des valeurs rétrogrades de y et de f. On utilise cette méthode lorsque les
évaluations sont dispendieuses. Gear a mis en ceuvre la méthode de Nordsieck:

il emploie les PC' d’Adams—Bashforth-Moulton d’ordre 1 & 7 en mode P(EC)™.

Le programme s’autodémarre et ajuste le pas automatiquement. De (4.58) on a

le PC:

k—1
0 m * plm—1
P:ylh]tk = ygb-{-]kfl +hzbjf7[1+j]
7=0

(4.76)
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Cayltl = yiml L hBf [5]k+h25]f1§;” s=0,...,n—1,
7=0

avec fo = 0 en mode P(EC)™. Ainsi

yif:kl] yn+k = hpB;, (fn+k fnikl]), s=1,...,m—1, (4.77)
et
k41 %
/8' _/B m—
g, =y, =y (fn+k > flm=iy (4.78)
7=0
On pose
5= (85 =B)/Br  F=0.1,....,k—1,
et

k—1
dnse =3 G5 filk;
=0
Alors (4.78) devient
yEl-]Hs: yn+k - hﬂ (fn-l—k dn+k) N (479)

ainsi dp4p joue le réle de fT[;rlk] On définit le vecteur d’ordre (k + 1):

o T
Voo = [ hdurio T RATY) L s =,
— m— m— T
— [y[rblk,hf£+k1],hf£+ki]l,...,th[le]] . s=1,2,....m.
Alors le PC de (4.76) devient

0 m
Py, = Byl
(4.80)
iyl = Y L rEl e, s=0,1,...,m—1.

ot B € Rk+1)x(k+1) "¢ ¢ RF+1 ot F € R sont donnés par:

(1 Biy Bis - BT B3 Br

0 8, 6, - & & 1

0 1 0 -~ 0 0 0
B=| o 0 |

o 1 - 0 0], €=
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h(f0 = duie) = B[ f (wnrn o) —duse| . 5=0,

h (fﬂk - fr[bs-i-kl]) h [f ($n+k>y£f_]{_k) - fLS_;kl]] s (4.81)
s=1,2,...,m—1.

~
—~
<
Fio
ol
N

|

On remarque que la matrice B et et le vecteur ¢ dépendent seulement des coeffi-
cients dans (4.76) et sont indépendants de h. Dans (4.80), on a une reformulation
4 un pas de la méthode PC (4.76). Toutefois, si ’on prévoit changer h, les diffi-
cultés antérieures sont encore présentes puisque le vecteur de valeurs rétrogrades

ygi]k , contient des données calculées & différents points.

A la section 3.4 on a obtenu les méthodes linéaires & pas multiples en éliminant
les coefficients d’un polynéme d’interpolation I(x) qui représentait la solution
locale. Considérons, par exemple, le cas k = 3 pour la méthode d’Adams—
Bashforth d’ordre p = 3; on a le polynéme

I(z) = ax® + bx® + cx + d.

On pose
I(@ns) = %, I(@ny) = I,
@) = S5 I'@en) = 107" (4.82)

I'(z,) = fr[Lm_l]-

L’élimination des coefficients a, b, ¢ et d entre ces 5 équations donne:
I —
oy ol =n [ gy - St S ]

C’est le P prédicteur d’Adams—Bashforth d’ordre 3, pour lequel Cy; = 23—4 et le
terme principal de erreur est Cyh* f(4 (¢n). On voit que le vecteur rétrograde

yEwr]z = [yn+27 fy[b+2 ! hfr[b+1 1],hfL 1]]

détermine I(x) uniquement. Donc toute l'information se retrouve en un seul
point:

[m] : h? o) ) !
Z,{2 = I($n+2)7h—’ ('Tn+2)a§[ ($n+2);§f (Tpt2)| -

En fait
0 0 0

1 0 0
3/4 -1 1/4
1/6 —1/3 1/6

Zm

2,y = Qyn+2; Q= (4.83)

SO O
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On remarque que la présence des puissances de h dans les composantes de zL"}r]2

rend @ indépendante de h. On vérifie (4.83):

I(mn-i-k) ~ ygi]k

En effet,
1 0 0 0 y[LTQI] I(@nys2)

QYnio = 0 3/4 -1 1/4 hf,[fifl] | P20 (zn40) +0 ()
0 1/6 —1/3 1/6 | | jslm—1) K3 /61" (npy1)

On voit tout de suite que les deux premieres équations sont satisfaites:

[m]

yn+2 = I(mn+2)7
higt, = B (@nga).

On vérifie la 3%*™¢ équation:

3 1 h? _, 4
th’n-‘rQ — hfn+1 + thn = ?I (.'L'"+2) + 0] (h ) .

On a:

3

1
lel*M = h Zy’ln-i-z —Yni1 + Z?J;L]

Q

h [%y;wz - (Z/In+2 - yii+zh + yiiﬁzh; +0 (h3)>
+i (y;Jrz — yn 2+ yi{ﬁﬂg +0 (h3))]
ST

= 3P+ 0 ()

h2
= ?I”(:L'"J'_Q) + O (h4)
= le 2iéme ),

On vérifie maintenant la 4*™€ équation:

1 1 1 h? " 4
gthH_Q — gh’f"-l‘l + Ehfn = EI ($n+2) +0 (h ) .
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On a:

1 1 4h?
lel1*M = h{gy;ﬁz 3 |:y;'L+2 ~ Ynioh + 1‘/;:’+2T +0 (hs)]

1 h2
+6 [Z/In+2 — Ynioh + y'n"+z +0 (h3)] }

o[ easow]
h3

= E?/Z’Jrz +0 (h%)
h3

= S I"(@n) + O ()

= le 2ime )\,

On peut donc écrire le prédicteur et le correcteur (4.76) en mode P(EC)™ sous
la forme:

[0

[m]

P Ytk = BYnir
(4.84)
C Y = o P(EL) e s=0.mot
pour le PC:
k—1 k—1
P y7[1-]i-k = =) AYnri+ 0D B farss
Jj=0 j=0

k
C: bl = D yni; + B Bifnrr + hB 2,

=0 7=0
et si I’on corrige de nouveau:
s+1 s s s—1
yLIk] = y[n—]l—k_}—ﬁk [hfr[bik_hfr[bm]] ) s=1,2,....m—1,
Ynt+k = y£b7r_:_]k7 fran=1f (mn+kay£ﬁ_;1]

On récrit le correcteur

—

ng]rk = yn+k r_ ( % ) Yntj + Z ( ) hfnti— fn+k] ‘

J=0
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On note
T
Yo+r = [yn+kayn+kfla s Yntl, hy;w,—k: ) hy;ﬁ-k] >
s s m—1
y[nlrk = I:ygblk: Yntk—15---5Yn+1, h’f7[l+k ]: hy’:l-f-k*l’ ) h'y;z+1j| )
s=1,2,...,m,
et T
0 0
YL_]HC = [ZUL,_]H@: Yntk—15-- > Ynt1, dntk, h'y;wkfla R h‘y;url] )

ou

k—1
o — o B¥ — B,
dn+k=_z< Jﬁk J)yn+j+( ]ﬂk J)hy;»ﬂ'-

Jj=0
Soit la matrice 2k x 2k

[ —ap y —agp o 0 —ag | By Bra o By ]
1 0o -~ 0|0 0 -0
0 ) . ) ) )
B | 0 1 0| 0 o0 0
V=1 V=2 Yo | Ok—1 Ok—2 -+ do
0 0 0 1 0 0
. 0 ) .
L0 0 0| o 1 0 |
ou . 5 _ g
ot —a; * — B
Yi =~ . ! ) 6] = ]7
Bk Bk
et

c=[Br,0,...,0r,1,0,...,00]7 € R?*.
Alors le PC devient:

P yﬂk = Byntk-1
1 0 0
C: YLJ]rk = yEz-]i-k +F (YLJ]rk) c,

ol
(A% = duii), si s=0,

B(h= i), st os=12,m -1,
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et on corrige de nouveau:

vord = v+ F (V) e
_ [m]
Yn+k — yn+k'

Remarque. Puisque les premiere et deuxiéme composantes de ygﬂk& et de

ygi] +_1 sont identiques, les premiére et deuxiéme lignes de () sont respectivement
el et el. Toutefois F(v) = F(Qv). Alors le prédicteur et le correcteur s’écrivent

sous la forme d’une méthode a un pas:

0 — m
ZLJ]rk = @BQ 1z£14-]k—1
(4.85)
zgfj__,i] = zEf_]i_k+F(z£ﬂ_k) 1, s=0,1,....m—1,

oul = Qc. On voit ’avantage de cette formulation: le vecteur rétrograde z[n"_ﬂk_l

contient toute l'information au seul point x,4r—1. Pour changer le pas, on n’a
qu’a multiplier la ®™¢ composante par af,i = 0,...,k. C’est la méthode de
Gear.

4.15 Comparaison entre les méthodes PC et RK

On considere les critéres de comparaison suivants:
(i) la précision locale et I’ordre;
(ii) la stabilité faible;
(iii) le nombre d’évaluations de la fonction f: 2 évaluations pour PC;
(iv) la facilité de programmation.

(i) On choisit P et C' du méme ordre p; alors l’erreur locale principale du PC

est
Cppa By P (), (4.86)

et ’erreur locale principale de RK est

w(xnay(xn))hp+l- (4.87)

Pour les méthodes d’ordre 4, RK est plus précise que PC. Puisque RK exige p
évaluations de la fonction f par pas, alors que PC n’exige que 2 évaluations de
la fonction par pas, on peut avoir le pas h avec RK et le pas h = 2/p avec PC.
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Il s’ensuit qu’on a le méme nombre d’évaluations de la fonction; alors lerreur
du PC est

2h p+1
Cpin (;) Y (@) (4.88)

et sur cette base le PC est fréquemment plus précis que RK.

Exemple 4.15 Soit ’équation y' = Ay, y(0) = 1. Considérons les méthodes
RK et PC d’ordre 4 ou le prédicteur P est & 4 pas et le correcteur C est & 3
pas. Montrer que |Tgri| > |Tho|, toute méthodes PC et |Tpc| > |T'|rx pour
certaines méthodes PC.

On a

h3 )3
120’
Or, de la section 3.10, on a pour k = 3, p =4,

C5hB)\5
Tpc = CshX5,  Thy = 532 :

Trix =

o ~19+11a+19b
5 720

Pour avoir la zéro stabilité, d’apres le critere d’Hurwitz, les parametres a et b
doivent satisfaire:

1+a+b>0, 1-56>0, 1—a+b>0.

Donc
cs < 1/2
et ) |)\5|
T —h < |Tgrkl.
ITecl < 5h 33 < |Trk]|

D’autre part, aveca = b= 0, on a
19
Tpc| = o==h°|N°| > |Tri|.
Trc| = —55h° N1 > | Tri|
Exemple 4.16 Comparer la précision globale de RK et PECE d’ordre 4 pour

y' = —y, y(0) =1, 0<z<10.

(ii) Voici une table de intervalle de stabilité absolue pour certaines méthodes
d’ordre 4:

Runge-Kutta (—2.78,0)
A-B-M (PECE) (—1.25,0)
A-B-M (P(EC)?) (—0.90,0)
Crane-Klopfenstein (PECE) (—2.48,0)
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(iii) Pour le méme prix on a le méme nombre d’évaluation de la fonction sur un
intervalle donné avec PC et h/2 et RK et h.

(iv) Quant & la facilité de programmation, RK est plus facile, mais le contrdle
du pas avec PC est plus facile.



Chapitre 5

METHODES DE RUNGE-
KUTTA-NYSTROM

5.1 Introduction

On peut obtenir la solution numérique de systemes d’équations différentielles du
second ordre de deux facons différentes. La premiere consiste & transformer le
systeme en un systeme d’équations différentielles du premier ordre et & appliquer
les méthodes de Runge-Kutta bien connues. La deuxieéme consiste & appliquer
une méthode directe inventée par Nystrom [10], qu'on nomme méthode Runge-
Kutta-Nystrom et qu’on note RKN. Les méthodes explicites RKN forment une
classe d’algorithmes numériques intéressante pour résoudre les problémes aux
valeurs initiales de systémes non raides d’équations différentielles du second ordre
de la forme:

y"' = flz,y,9"), y@o) =wo, ¥ (o) =0,

ol f:RxR"xR"™ - R".
Le présent travail traite le cas spécial oil f est indépendante de y’, c’est-a-dire
on considere le systéme:

y" = f(z,y), y(zo) =90, ¥'(z0)=wo, (5.1)

ou f:RxR" - R"

Comme c’est le cas pour les systemes d’équations différentielles du premier
ordre, la majorité des algorithmes de Runge-Kutta-Nystrom actuels utilisent des
paires de formules emboitées, c’est-a-dire une formule d’ordre inférieur p — 1 et

101
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une formule d’ordre supérieur p . La technique des méthodes de Runge-Kutta-
Nystrom emboitées est généralement reconnue comme étant une technique effi-
cace pour la résolution numérique des problemes aux valeurs initiales du second
ordre.

Les méthodes RKN explicites utilisent les approximations yo pour y(zg) et
yo pour y'(xo) et un pas de longueur hy pour évaluer f & plusieurs points entre
Zo et T3 = xo + ho et ainsi approximer y(z1) & ces points.

Lorsque la formule d’ordre supérieur est utilisée pour avancer la solution
numérique d’un pas, nous parlons de mode d’extrapolation locale. Par con-
tre, lorsque la formule d’ordre inférieur est utilisée pour avancer la solution
numérique, alors nous parlons de mode standard.

A la section 2, on étudie la théorie des méthodes de Nystrom d’une maniere
detaillée et on présente les arbres de Nystrom.

A la section 3, on présente, dans une forme convenable, les conditions d’ordre
jusqu’a lordre six. Puis & la section 4, on donne les preuves d’inexistence de
méthodes a s — 1 stages et on donne des méthodes & s stages pour les types I a
V. Finalement, & la section 5, on résume les résultats obtenus et on indique des
extensions possibles & notre travail.

On ne discutera pas des applications pratiques des résultats numériques
obtenus.

Tous les calculs ont été effectués avec MAPLE sur 'ordinateur Amdahl in-
stallé a I'Université d’Ottawa.

Ce chapitre est essentiellement la these de Maitrise en informatique de M.
Fadi MALEK [9)].

5.2 Théorie des méthodes de Nystrom

5.2.1 Paires de formules

On considere le systeme d’équations différentielles du second ordre:
y"' = f(=,9), y(@o) =vo, Y'(z0) = yo,

ou f:RxR"— R".

Une paire de formules emboitées de Runge-Kutta-Nystrom (RKN) & s stages
se définit par les formules de récurrence suivantes:

Yir1 = U; + h,u; + h? Z b]‘f]‘, yé+1 = U; + h; Z b;-fj, (52)
s P

8 e
Jivr =wi + hauf + B3 bify, G =uh+hi b, (5.3)
j=1 j=1
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ol h; =x;y1 —x; et

fi = fl@i,w), (5.4)
j—1

fj = f(:L'i—l—hicj,ui—l—hicju; +h?2ajkfk), 1=2,...,8. (55)
k=1

Les deux formules de (5.2) sont d’ordre p et celles de (5.3) sont d’ordre p—1.
Si on avance les approximations numériques par les formules d’ordre p — 1, alors
u; = s, u; = ¢;. Si on avance les approximations numériques par les formules
d’ordre p, alors u; = y;, uf = yj.

Pour les méthodes de Runge-Kutta-Nystrom, Bj et b; sont les poids des for-
mules de la solution, I;; et b’ les poids des formules de la dérivée, c; les nceuds,
aji les coefficients de couplage de la paire de formules et h; le pas d’intégration.
Les yi, Yit+1, ¥; et y;,, représentent les approximations de la solution y et de
la dérivée y' aux points z; et z;11. Le choix des parametres mentionés ci-haut
a pour but de maximiser le nombre de termes des développements de Taylor
respectifs de y;1 et yj,, qui sont identiques & ceux des développoments de
y(x; + hi) et y'(z; + h;) lorsque 'on suppose que y; = y(z;) et y; = y'(z;).

On présente, au tableau 1, dit de Butcher, les coefficients d’une paire de
formules de Runge-Kutta-Nystrom emboitées.

Tableau 1. Coefficients d’une paire de formules
de Runge-Kutta-Nystrom emboitées & s stages.

C1 0

C2 a1 0

c3 az1 azz O

Cs As1 as2 Ass—1 0
b b1 by bs
bo| b b b,
o ob B b,
vl v o v,

5.3 Théorie des arbres

Pour mieux comprendre et mieux apprécier ’analyse des paires de formules pour
les méthodes RKN, que I'on étudiera dans ce travail, il est important d’expliquer
quelques notions sur les arbres de Nystrom et la dérivation des conditions d’ordre
qui ont été établies par Butcher et Hairer:
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Définition 5.1 (Butcher [3], pp. 80 et 88, v. Verner [12]) Un arbre en-
raciné t, est un graphe connexe sans boucle ot l’on choisit pour racine un neud
a Vune des extrémités de Uarbre. L’ordre r(t) est égal au nombre de neuds de
Uarbre. La hauteur h(t) est le nombre d’arcs du plus long chemin relié d la
racine.

Définition 5.2 (Hairer [8], p. 145. Arbres enracinés étiquetés) Soit A une
chaine d’indices ordonnés: A= {j <k<l<m< ...} et A, le sous-ensemble
des q premiers indices.

Un arbre enraciné étiqueté d’ordre q, ¢ > 1, est une application:

t: A, —{j} = A

telle que t(z) < z pour tout z € Ag—{j}. L’ensemble de tous les arbres étiquetés
est noté LT, (“Labelled Trees of order ¢”). On appelle z Uenfant de t(z), t(z) le
parent de z et le neud j la racine de l’arbre.

Afin de distinguer la premiere dérivée de la seconde dans les arbres associés
aux méthodes RKN, il est nécessaire d’introduire deux sortes de noeuds: les
neuds épais et les neuds minces.

Ceci nous conduit & définir certains termes relatifs aux arbres de Nystrom.

Définition 5.3 (Hairer [8], p. 263) Un arbre de Nystrom (N-arbre) étiqueté
d’ordre q est un arbre étiqueté (v. la définition précédente) donné par Uapplication:

t: A, —{j} = 4,
et une second application:
t': Ay — {mince, épais},
qui satisfait les régles suivantes:
a) La racine de Uarbre t est toujours épaisse, c’est-a-dire t'(j) = épais.

b) Un neeud mince admet au plus un enfant, et cet enfant doit étre épais. Les
arbres de Nystrom étiquetés d’ordre q sont notés LNT, (“Labelled Nystrom
Trees of order q”).

Deux arbres de Nystrom étiquetés ¢ et u sont équivalents (v. [8], p. 264)
g’ils sont du méme ordre ¢q et se distinguent seulement par une permutation de
leurs indices. L’ensemble des arbres de Nystrém équivalents forment une classe
d’équivalence qu’on note NTj. De plus, on note a(t) le nombre d’éléments de la
classe d’équivalence.
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La solution exacte de ’équation différentielle (5.1) est donnée par le déve-
loppement de Butcher:

y@ = > F)y)

= Y at)Ft))

ou la différentielle F'(t)(y) est une somme sur les indices de tous les nceuds épais
de t, (sauf la racine j), et sur les indices de tous les noeuds minces extrémaux
(“end-vertex”).

Afin de calculer la solution numérique, on a recours a quelques définitions
formulées par Butcher et par Hairer:

Définition 5.4 (Butcher [3], p. 132, v. Verner [12]) Pour chague arbre en-
raciné, t, d’ordre r(t), la fonction y(t) est l’entier positif calculé de la maniére
suivante: on assigne un entier a chaque neud; les neuds ertrémauz prennent
la valeur 1; les autres neuds prennent la valeur 1 plus la somme des valeurs de
tous leurs successeurs immeédiats. En particulier, la valeur assignée a la racine
est r(t). La valeur de v(t) est le produit de tous les entiers assignés aux neuds
de t.

Définition 5.5 (Hairer [8], p. 267) Un N-arbre s’appelle arbre spécial ou SN-
arbre si les neuds épais ont seulement des enfants minces.

Les SN-arbres sont congus spécifiquement pour les équations différentielles
spéciales (5.1).

Définition 5.6 (Hairer [8], p. 266) Pour chaque SN-arbre de Nystrom t, la
fonction ¢;(t) est définie comme la sommation sur les indices de tous les neeuds
épais de t, sauf la racine j.

Le terme général de ¢;(t) est la somme du produit de:

(a) ag si le neud épais k est relié o un enfant mince [,

(b) ¢ si le neud épais k est relié ¢ m neeuds minces qui sont situés au-dessus
et ne sont pas reliés o d’autres neuds.

La solution numérique de I’équation différentielle (5.1) est donnée par le dé-
veloppement de Butcher:

o= Y D) Y b OF ),

teLNT, 1

gD =Y a0 Yt F®) ().
j=1

teLNT,_1
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Une méthode de Nystrom pour le systeme d’équations différentielles (5.1) est
d’ordre p si et seulement si (v. [8], p. 267)

1
20410 = 5T 1w

pour les SN-arbres ¢t d’ordre r(t) < p—1, et
1
E Vipi(t) = —=
pour les SN-arbres ¢ d’ordre r(t) < p.

5.4 Les cinq types de formules

On peut distinguer cing types de paires différents, selon les formules de (5.2) et
(5.3) qu’on utilise. Ces cing types sont representés au tableau 2 ou 1 indique
que la formule correspondante est utilisée et 0 indique qu’elle ne I'est pas. On
note ces paires de type I, I, III, IV et V respectivement.

Tableau 2. Représentation schématique des cing types.

p—1|p||II|p=-1|p||HUl|{p—-1|p || IV |p-1 Vip—1|p

—_
—_
—

K|

p
1 y 1 Y 1 Y 1 Ofly 0
y' 1 11y 1 01| ¢ 0 1] ¢ 1 11|y 1

Les paires du type I controlent ’erreur locale en y et y'. Elles peuvent étre
utilisées en mode standard (ot le pas se fait au moyen des formules d’ordre p—1),
ou en mode d’extrapolation locale (ot le pas se fait au moyen des formules d’ordre
p). Les paires du type I sont ’ceuvre de plusieurs chercheurs, entre autres, Bettis
(1973) [1], Bettis—Horn (1978) [2], et Dormand-El-Mikkway—Prince (1987) [4]-
[5].

Les paires du type II et III n’ont qu’une formule pour la dérivée; elles
controlent donc lerreur locale en y seulement. Les paires du type II (respective-
ment du type III) n’ont pas la formule de la dérivée d’ordre supérieur (respective-
ment d’ordre inférieur); on ne les utilise donc qu’en mode standard (respective-
ment en mode d’extrapolation locale). Quelques exemples de paires des types II
et ITT ont été construites respectivement par Fehlberg—Filippi-Graf (1986) [6],
et Filippi-Graf (1986) [7]. Voir aussi [11].

Les paires du type IV (respectivement V) n’ont qu’une formule pour la solu-
tion; elles contrdlent donc ’erreur locale en y' seulement. Puisque les paires du
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type IV (respectivement V) n’ont que la formule de la solution d’ordre inférieur
(respectivement d’ordre supérieur), alors elle ne peuvent étre utilisés qu’en mode
standard (respectivement en mode d’extrapolation locale).

Si on échange les formules de la solution et de la dérivée, les paires des types
IT et III deviennent semblables & celles des types IV et V. Cependant, il y a une
différence importante: presque toutes les paires des types IV et V deviennent
des paires du type I par les transformations suivantes:

8,’ = (I—Ci)i);, bi:(l—ci)b;, 1= 1,...,8.

1l est évident que s’il existe une paire de méthodes & s-stages du type I d’ordre
(p—1,p), alors il existe des paires & s-stages des types IT & V d’ordre (p — 1, p).
On peut poser la question suivante: “Existe-t-il des paires des types II & V qui
ont moins de stages que celles du méme ordre du type 1?”

Comme c’est le cas pour les paires de Runge-Kutta, on utilise ordinairement
le nombre minimum de stages possible pour les paires RKN. Dans ce travail, on
détermine le nombre minimum de stages pour les paires des types I & V d’ordre
(p—1,p) ot p=2,...,6. On a inclus les preuves pour les paires d’ordre p = 2
et p = 3 bien qu’elles soient simples. Toutes les preuves d’inexistence sont par
contradiction: pour chaque type de paires et chaque valeur de p, on suppose
I’existence d’une paire qui admet un stage de moins que la valeur minimum. On
montre alors, pour les paires du type I, soit que les conditions d’ordre pour les
formules de la dérivée ne peuvent pas étre satisfaites ou que les formules d’ordre
(p—1) et p de la dérivée sont identiques. Puisque les résultats pour les paires
du type I sont basés exclusivement sur les formules de la dérivée, ils s’appliquent
immédiatement aux paires des types IV et V. Pour les paires des types II et III,
les démonstrations utilisent les conditions d’ordre des formules de la dérivée et
de la solution, pour déduire que celles-ci ne peuvent pas étre satisfaites ou que
les deux formules de la solution sont identiques.

5.5 Conditions d’ordre

Les conditions d’ordre pour la formule de la dérivée d’ordre (p— 1) comprennent
les équations de quadrature:

. 1
Y bk =-———, k=0,1,...,p—2, (5.6)

i=1

et les équations de non quadrature:

> obSi(a,)=0, k=1,...,N,—1, g=1,...,p—1, (5.7)

i=1



108 CHAPITRE 5. METHODES DE RUNGE-KUTTA-NYSTROM

ou NN, est le nombre d’équations de conditions d’ordre g.
Les conditions d’ordre pour la formule de la solution d’ordre p — 1 sont

. 1
bick=———— _ k=0,1,...,p—3, 5.8
; ST )k +2) P (58)
et
i A
> biSi(a,0)=0, k=1,...,N,—1, g=1,...,p—1 (5.9)
=1
Les conditions d’ordre pour la formule de la dérivée d’ordre p sont
- 1
1k _
Zbici—k—ﬂ, k—O,l,...,p—l, (510)
=1
et
S
> biSi(a,c) =0, k=1,...,N,—1, g=1,...,p. (5.11)

i=1
Les conditions d’ordre pour la formule de la solution d’ordre p sont

- 1
bk = ————— k=0,1,...,p—2, 5.12
;Cz &+ 1)(k+2) b (512)
et s
> biSi(a,c) =0, k=1,...,N,—1, g=1,...,p. (5.13)
i=1

Aux colonnes 1 et 3 du tableau 3, on présente les S;’, x bour les conditions
d’ordre sur y' et 4’ de 'ordre 1 & 6; les indices j répétés impliquent une somma-

tion et ]
c]f;+2 i—1

i k .
g e — =2,...,8. 5.14
Qz,k (k+1)(k+2) j;az]cﬁ 1 ) , S ( )
Aux colonnes 2 et 3 du tableau 3, on présente les SZ & pour les conditions d’ordre
sur y et § de 'ordre 1 & 6.
Tableau 3. Les SZ w(a,c) d’ordre q, de un a siz, pour les formules
respectivement de la dérivée et de la solution.

q pour y' et ¢ q pour y et § Sf,k
1,2,3 1,2,3,4 aucune
4 5 Qi
5 6 ciQin Qi
6 AQan Qi Qi ai; Q1
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Au tableau 3, on a supposé que ’hypothese simplificatrice suivante est sat-
isfaite:

2 i—1
2 .
E’ =j§_1 a;j, i=1,...,s. (5.15)

Cette hypothese exprime le fait que la valeur approchée de y & chaque point
x; + hiCj,

j—1

u; + h,'Cjug + hzz Z ajkfk,

k=1
ou l’on évalue f; dans (5.5), approxime la solution locale y(z; + hic;) & Pordre
O(h2) pres. Sous cette hypothese, certaines des conditions de non quadratures
deviennent identiques, d’oti une réduction du nombre de conditions distinctes.
Par la suite, on supposera toujours I’hypothese (5.15).

Les hypotheses simplificatrices suivantes:

bi=bi(l=c), b=bl—c), i=1,...,t, (5.16)

impliquent D'existence d’une formule pour la solution y §’il existe une formule
pour la dérivée 3'. On supposera 'une ou 'autre ou les deux de ces hypotheses
selon les circonstances.

Pour réduire de un le nombre d’évaluations de f par pas, on ré-utilise le
dernier stage du pas actuel comme premier stage du pas suivant. On appelle
FSAL (“First Same As Last”) les paires qui ré-utilisent le dernier stage et dans
le cas contraire, non FSAL.

Pour les paires FSAL, on doit avoir ¢s = 1 et on doit aussi satisfaire les
conditions suivantes:

by =0, as;=bj, j=1,....8—1, Qu =0. (5.17)
en mode standard, et les conditions semblables:

by =0, as;j=b;, j=1,....s—1, Qu =0, (5.18)

en mode d’extrapolation locale.
On notera ¢ = 1 méme si ¢; = 0.

5.6 Nombre minimum de stages

5.6.1 Paires du type I

Comme on I’a déja mentionné, les paires du type I contrélent ’erreur locale en y
et y'. On doit donc considérer les équations de conditions en y, y', § et §' afin de
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trouver les méthodes pour les paires RKN de lordre (1, 2) jusqu’a lordre (5,6).

Paires d’ordre (1,2) du type L.

1l n’existe pas de méthode & un seul stage (s = 1) pour les paires de formules
du type 1. En effet, les équations de conditions pour les ordres 1 et 2 sont
respectivement:

Ordre 1 en g§:  aucune condition d’ordre,
Ordre 2 eny: by = 3,
Ordre len §j': B =1,
Ordre 2 en y': by =1,

] 1
blcl =

5-
On constate qu’on ne peut pas satisfaire I’équation de quadrature d’ordre 2 en
y' puisque ¢; = 0. Il s’ensuit que quelque soit le mode d’avancement, il n’existe
pas de méthode & un stage pour les paires de formules d’ordre (1,2).

1l existe des méthodes FSAL & deux stages pour les paires de formules d’ordre
(1,2) du type I. On donne ci-dessous les équations de conditions pour ces paires:

Ordre 1 en §:  aucune condition,
Ordre 2 eny: by +by = %,
Ordre 1en §j': b} + by =1,
Ordre 2 en y': b + b, =1,

! 1
262—5.

Pour les paires FSAL on a:

e =1 52 =0, a9 = 51, en mode standard,
2 "l b =0, az =bi, en mode d’extrapolation locale.

Le systeme ci-dessus admet la solution:

ou by, 31, 5’1 sont arbitraires en mode standard et 31, 52 et 5’1 sont arbitraires en
mode d’extrapolation locale.
Donc il existe des méthodes FSAL d’ordre (1,2) dans les deux modes.

Paires d’ordre (2,3) du type L.
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Tl n’existe pas de méthode & deux stages pour les paires d’ordre (2, 3) du type
I. Les équations de conditions pour ces paires sont les suivantes:

Ordre 2 en g: by + by = i
Ordre 3eny: by +by = g,
baca = %,
Ordre 2 en §': b + by =1,
61202 = %a
Ordre 3en y': b +b, =1,
bIQC2 = %7
bye3 = 3.

Les équations en y' nous donnent:

2 3 1
@=3 h=p h=gp
et les équations en §' nous donnent:
- 3 “ 1

Donc

et on déduit que quelque soit le mode d’avancement, il n’existe pas de méthode
& deux stages pour les paires de formules (2, 3).

Tl existe des méthodes FSAL & trois stages pour les paires de formules d’ordre
(2,3). Les équations de conditions pour ces paires sont les suivantes:

Ordre 2 en g: by + b + by =
Ordre 3en y: by + b +b3 =
baca + bacs = g,
Ordre 2 en §': b} 4+ by + b} =1,
BIZCQ + 81363 = %,
Ordre 3en y':  b) + by + b5 =1,
bIZCQ + bl303 = l,
bhel + bhes = g

?

?

D=0 | =

Pour les paires FSAL on a:

c3 = 1 et 63 = 0, asy = 81,@32 = 52 en mode standard,
b3 =0, a3z =by,a3z =bs en mode d’extrapolation locale.
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On peut facilement trouver une solution pour le systeme donné ci-haut et par
conséquent il existe des méthodes FSAL & 3 stages pour les paires de formules
d’ordre (2, 3).

Paires d’ordre (3,4) du type L.

Tl n’existe pas de méthode & trois stages pour les paires d’ordre (3,4) du type
I. Les équations de conditions pour ces paires sont les suivantes:

Ordre 3 en g:

bi+by+by = %
bacs +bse; = 1;
6
Ordre 4 en y:
1
bi +b2+b3 = >
b20’2°+b30§ = ; k=12,

Ordre 3 en §':

b4+ by + 0 = 1, (5.19)
N N 1
Ordre 4 en y':
by + by +by = 1, (5.21)
1
120129 + bgclg = k'—-|-]_’ k= ]., 2, 3, (522)
bhQa1 + b5Q31 = 0.

On démontre le théoréme suivant.

Théoréme 5.1 I n’existe pas de méthode a trois stages pour les paires de for-
mules d’ordre (3,4).

Démonstration. La démonstration fait appel uniquement aux équations de
quadrature des formules des dérivées ¢’ et y'. On suppose existence d’une
méthode a trois stages et ’on considere la matrice et les vecteurs suivants:

11 1 ~ 4 ! 1
A= 0 c2 c3 y b' = 1312 , b' = 12 , = %
0 ¢ ¢ A 3 3
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On écrit ’équation (5.19) et les deux équations (5.20), avec k = 1,2, sous forme
matricielle: R

Ab' =r,
et, de la méme fagon, I’équation (5.21) et les deux premieres équations de (5.22),

avec k=1,2:
Ab' =r.

On a donc R
Ab' = Ab'.
Si A est réguliere, la solution est unique: b’ = b’ , ce qui contredit I’hypothése
d’existence. Donc A est singuliére.
La matrice A est singuliere si et seulement si ¢, = ¢3 ou 'un des ¢z ou c¢3 est
zéro. Dans les trois cas, les trois équations de (5.22), pour k¥ = 1,2, 3, peuvent
s’écrire de la fagon suivante:

1T, 1 1

Ta=g, zai=g, zat= o (5.23)
La solution des deux premieres équations est
2 3
a= g, z=7

On remarque alors que la troisieme équation n’est pas satisfaite. Par conséquent,
méme si A est singuliére, la paire n’existe pas parce que la formule d’ordre
supérieure ne peut étre que d’ordre trois. [

1l existe des méthodes FSAL & quatre stages pour les paires de formules
d’ordre (3,4). On présente une telle méthode au tableau 4.

Tableau 4. Une paire FSAL d’ordre (3,4) & quatre stages du type I

1] L
18
LT o
1
1 §0§0
b [ £ 0 10
b 3 -1 10
% 1 _3 9 9
%221
¥l 5 0 3 3

Paires d’ordre (4,5) du type 1.

On montre qu’il n’existe pas de méthode d’ordre (4,5) & 4 stages pour
les paires non FSAL ni & 5 stages pour les paires FSAL. On utilise la méme
démonstration pour les paires non FSAL et FSAL.
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Théoréme 5.2 Il n'existe pas de méthode RKN d’ordre (4,5) du type I pour les
paires non FSAL a 4 stages ni pour les paires FSAL 4 5 stages.

Démonstration. La démonstration est par contradiction, en supposant I’existence
d’une telle paire.
On considere les équations de non quadrature:

by Q21 +05Q31 +0jQu = 0,
bycaQa1 + bges@sr + bycaQar = 0, (5.24)
byQ21 +05Q31 +bjQu = 0.

L’existence d’une paire implique que ces équations sont satisfaites. On remarque
l'absence du terme en @s; puisque b = b, = 0 pour les paires non FSAL
(méthode & 4 stages), et Q51 = 0 pour les paires FSAL.

Si les trois équations (5.24) sont indépendantes, elles admettent 'unique
solution nulle: Q21 = @31 = Q41 = 0. Mais ()21 ne peut s’annuler parce que
la méthode se réduirait & une méthode non FSAL d’ordre (4,5) & 3 stages qui
n’existe pas d’apres le théoreme 5.1.1 qu’on vient d’établir, ou & une paire FSAL
d’ordre (4,5) & 4 stages, que l'on considére dans la premiére partie du présent
théoréme.

Alors, les trois équations (5.24) sont dépendantes. Donc, il existe trois nom-
bres a, § et 7, non tous nuls, tels que:

abl + Bby +ybhes = 0,
abl + Bbs +ybyes = 0, (5.25)
aby + Bbly +ybyes = 0.

Pour chacune des trois valeurs de k, k = 1,2,3, apres avoir multiplié les trois
équations de (5.25) par ck, ck et ck, on additionne les équations et on utilise
les équations de quadrature (5.6) et (5.10); on obtient alors le systéme linéaire
suivant:

(5-B)arG-ma+G-)r = o
@ %) +(i-m) B+ (E-b)y = 0, (5.26)
(f-0)at(G-m)8+G-tr)y = 0,
qu’on récrit de la fagon suivante:
13 E][ Hhe-s@em ] [0
1 2 5 g 0

Puisque la matrice des coefficients est réguliere, le systeme admet 'unique solu-
tion nulle: .
—bsa—b(B+7) =0, a+B=0, =0
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On a donc 8 = —a, ce qui, combiné avec le premier élément du vecteur nul,
donne b = bf.

Si on substitue ces valeurs de «, § et -y dans le systeme (5.25), on voit que
b, = 52, i = 2,3,4. Ce résultat, combiné avec les deux premieres équations de
quadrature de (5.6) et (5.10), implique que b, = b, et par conséquent, la paire
n’existe pas. O

Dormand, El-Mikkawy et Prince ont construit en [4] une méthode 4 6 stages
pour les paires FSAL d’ordre (4,5). On présente, au tableau 5, une nouvelle
méthode & 5 stages pour les paires non FSAL d’ordre (4,5).

Tableau 5. Une paire non FSAL d’ordre (4, 5) & cing stages du type I

1 1

| B w

120 2340100 21%’55 0

| ME WP o

3 29187 6486 2538

b _19 155 _35 _35 1

b i Ghs oga¥ A &

N 18 28 396 56 88

b _ 1 31 _25 _25 1

SO S M L S
18 14 198 168 88

Paires d’ordre (5,6) du type I.

On démontre I'inexistence de méthode a cing stages par contradiction.

Théoréme 5.3 Il n’existe pas de méthode a 5 stages pour les paires RKN d’ordre
(5,6) du type I

Démonstration. On suppose qu’une paire existe et on démontre que les
équations de conditions suivantes sont incompatibles pour les paires & 5 stages.

Ordre 5 en §':

s e 1
by + by + by + by +by = 2 (5.28)

" " " " 1
bhek + bk + byck + bt = T k=1,2,34,(5.29)
bhck Qo1 + bych Qa1 + byckQu + BickQsy = 0, k=0,1, (5.30)

BIzQQz + B'gQ32 + BQQ42 + B;}Q52 =

Ordre 6 en y':
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by +by +b5+by+b; = 1, (5.31)
1
ek 4 bk F bk 4 bk = T Feb- .,5,(5.32)
heK Qa1 + byck Qa1 + b4k Qa1 + bicEQsy = 0, k=0,1,2, (5.33)
120]26Q22 + bIBCIgQZ‘}Q + bilci:Q:ﬂ + bISCE’IfQ52 = 07 k= 07 1:
bhQ22 + b5Q32 + by Qa2 +DiQs2 = 0,
byasa Qa1 + by (a42Q21 + a43Q31)
+b (a52Q21 + a53Q31 + a54Q41) = 0,
Ordre 5 en g:
~ N A A ~ 1
by +by+b3+bys+bs = 5,
A A ~ A 1
k k k k
b202+b303+b4c4 +b5C5 (k+1)(k+2), ’ 73’
b2Q21 + b3Qs1 + b4Qu1 +05Qs1 = O,
Ordre 6 en y:
1
by +by+b3+bs+by = =,
1
back + back + back + bsct = T FeL2:34
bachQa1 + b3ch Q31 + back Qa1 +bsckQs1 = 0, k=0,1,
baQ22 + b3Q32 + bsQa2 +b5Q52 = 0.

On proceéde comme au théoreme 4.1.2. Quatre équations quelconques parmi
les cing équations de non quadrature (5.30), &k = 0,1, et (5.33), k = 0,1,2,
doivent étre dépendantes, sinon Q21 = 0 et par suite co = 0. Ceci réduirait
le nombre de stages de la méthode & 4; donc celle-ci n’existerait pas par le

théoreme 4.1.2. Alors il existe quatre scalaires,

que

abl, + B, + yblc; + bic? =0,

a, B, v et 4, non tous nuls, tels

i=2,...,5. (5.34)
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On multiplie la iéme équation par cf, k = 1,2,3 et on somme sur les i. Si on

utilise les équations de quadrature (5.29) et (5.32), on obtient le systéme suivant:

d 1] [etf 0
2 S O I I Bl
4 5 6

La matrice des coefficients est réguliere. Donc le systeme admet I’unique solution
(a+8,7,0) = (0,0,0).

Il s’ensuit que a = —f # 0, sinon la paire n’existe pas.

On remplace a, 3, v et & dans (5.34) par leurs valeurs respectives, et on
obtient b, = b, i = 2,...,5. Enfin, de (5.28) et de (5.31) on peut tirer que
b, = b,. Donc la paire n’existe pas. [J

On complete ’étude des paires d’ordre (5,6) en donnant au tableau 6 une
paire FSAL & six stages. Un élément du tableau de la forme (a,b) représente le

nombre algébrique a + by/5.

Tableau 6. Une paire FSAL d’ordre (5,6) a six stages du type I

1 1
1 i 1
6 3
(%la —11%) (%,—15%) (%a—i) (—11(1]—073§—0) L
(57@) (W’lm) (ﬁa_ﬁ) (ma_ﬁ) (@7@) 5 1
b 2 0 -2 (?’?) (?;—?) 2
b i 0 01 (ﬂ’sﬂ) (ﬂa;ﬂ) 0
B by 0 _u 5 5 1
2 12 13 ¥
v s 0 (—§>29) 5 15 (i~

5.6.2 Paires du type II

Comme on I’a déja mentionné, les paires du type II contrdlent ’erreur locale en
9 et on avance le pas avec la méthode d’ordre inférieur.

Paires d’ordre (1,2) du type II.

On peut montrer facilement qu’il existe des méthodes & un seul stage pour les
paires non FSAL d’ordre (1,2), mais qu’il n’en existe pas pour les paires FSAL.
Les équations de conditions pour les méthodes & un stage, s = 1, sont:



118 CHAPITRE 5. METHODES DE RUNGE-KUTTA-NYSTROM

Ordre 1 en §': 5’1 =1,
Ordre 1 en §:  aucune condition d’ordre,
Ordre 2 eny: by = 1.

On a donc
by =1, by = =, by arbitraire.

Dans le cas FSAL, on devrait avoir ¢; = 1, ce qui n’est pas possible puisque
¢1 = 0. On déduit donc qu’il n’y a pas de paire FSAL d’ordre (1, 2).

11 existe des méthodes & deux stages pour les paires FSAL d’ordre (1,2) du
type II puisqu’il en existe du type L.
Paires d’ordre (2,3) du type II.

Il n’y a pas de méthode & un stage pour les paires non FSAL d’ordre (2, 3).
(a) Inezistence de méthode non FSAL & un stage.

Les équations de conditions pour les méthodes & un stage, s = 1, sont:

Ordre 2 en §': b =1,

5'101 = %,
Ordre 2 en §: by = 2,
Ordre 3eny: b = 1,

bicy = %.

Il est évident que les équations:

1
'161 = bic1 = 5,

57
ne peuvent pas étre satisfaites parce que ¢; = 0.

(b) Ezistence de méthodes FSAL d deux stages.
11 existe des méthodes & deux stages pour les paires FSAL d’ordre (2,3). On
en présente une au tableau 7.

Tableau 7. Une paire non FSAL d’ordre (2, 3) & 2 stages du type II

0

1|3
bls %
b1 0
AN
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Paires d’ordre (3,4) du type II.

On montre qu’il n’existe pas de méthode a 2 stages pour les paires non FSAL
d’ordre (3,4).

(a) Inexistence de méthode d deuz stages.
On énumere les équations de conditions pour les paires & deux stages:

Ordre 3 en §':

b+b, = 1,
- 1
bhek = —— k=1,2 5.35
2Ca k+1 )&y ( )
Ordre 3 en §:
P 1
b +b = 3’
“ 1
bacy = 6’
Ordre 4 en y:
1
bi+by = 5
1
bock = ———— k=1,2. (5.36)

G+ 1)(k+2)

Les deux équations en (5.35) impliquent que ¢y = 2/3; d’autre part, les deux
équations en (5.36) impliquent que ¢y = 1/2. Elles sont donc incompatibles et
il n’y a pas de méthode & 2 stages pour les paires non FSAL (3,4).

(b) Existence de méthodes FSAL d trois stages.

On présente, au tableau 8, une méthode & 3 stages pour les paires FSAL
d’ordre (3,4).

Tableau 8. Une paire FSAL d’ordre (3,4) & trois stages du type II

2 | 2

S 01

1 %%0

b | 7 7 O
5 3

S

Paires d’ordre (4,5) du type II.
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On montre qu’il n’existe pas de méthode du type II a 3 stages pour les paires
non FSAL d’ordre (4,5) ni a 4 stages pour les paires FSAL d’ordre (4,5). On
présente deux nouvelles méthodes, une non FSAL & 4 stages et autre FSAL a
5 stages.

(a) Inezistence de méthode non FSAL a trois stages.
On énumere les équations de conditions pour les méthodes & 3 stages, s = 3,
pour les paires non FSAL:

Ordre 4 en §':

B+ b+ by = 1,
- ~ 1
bheh + bhck = Tl k=1,2,3, (5.37)
byQa +05Qs1 = 0,
Ordre 4 en §:
A ~ ~ 1
b1 +bs+b3 = 5, (5.38)
- A 1
bock + bt = ——— k=1,2 5.39
202 + SC3 (k]+1)(k+2), ) &y ( )
Ordre 5 en y:
1
bi+ba+b3 = > (5.40)
1
k LB =1,2,3 5.41
b202+b363 (k+1)(k+2)’ k 3 4y Dy ( )
b2Q21 +03Q31 = 0.

On montre que les conditions de quadratures pour y et ¢ sont incompatibles.
Soit la matrice et les vecteurs

11 1 [ by :
A= 0 ¢ cs3 y b= by 5 b= b2 , = §
0 Cg Cg 53 bs 12

Alors les trois équations (5.38) et (5.39), k = 1,2, d’une part et les trois équations
(5.40) et (5.41), k = 1,2, d’autre part, s’écrivent respectivement de la fagon
suivante: N

Ab =r, Ab =r.

Donc N
Ab = Ab. (5.42)
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Si A est réguliere, le systeme (5.42) admet l'unique solution b = B, ce qui
contredit l'existence d’une paire. Il faut donc que A soit singuliére.
Dans ce cas, ¢ = c¢3 ou cacg3 = 0. Dans ces trois cas, les trois équations
(5.37) se réduisent & la forme suivante:
1 5, 1 3 1
ra=-, za*=-, zOa’=-—.
2’ 3’ 4
On voit immédiatement que ce systéme est incompatible.

On conclut & 'inexistence de méthode & 3 stages pour les paires non FSAL
d’ordre (4,5).

(b) Inezistence de méthode FSAL d quatre stages.
Les équations de conditions pour les méthodes FSAL & 4 stages sont les
suivantes:

Ordre 4 en §':

By 4+ by D+, = 1,
» - - 1
bl2012€ + bI3C§ + bflci: = k—_'_la k= 17 2737
b5Q21 +b3Q31 = 0, (5.43)
Ordre 4 en §:
- N - - 1
bi+ba+bs+bs = >
R - N 1
k k E _
b2C2 +b3C3 +b4C4 — 7(k+1)(k+2)7 k ].,27
Ordre 5 en y:
1
bi+by+b3+by = 5,
1
k k k — . =
b202 +b303 +b4C4 — (k+1)(k+2), k 1,2,3,
baQ21 +03Q31 = 0. (5.44)

On rappelle que Q41 = 0 puisqu’on est dans le cas FSAL. Les équations (5.43)
et (5.44) doivent étre dépendantes, sinon on aurait Q2; = 0, une impossibilité.
Alors, il existe deux nombres, « et 3, non tous nuls tels que

ab, +pb; =0, i=2,3.
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On multiplie cette équation par c¥, k = 1,2,3, et on somme sur les i. Puis on

utilise les équations de quadrature en ' et y pour obtenir le systéme suivant:

(-i)as(L-n)s - o
(%—Bg)a+(l—12—b4>ﬁ = 0,
1 - 1

(L-i)as(B-n)s = o

Si on soustrait la deuxieme équation de la premiere et la troisieme de la deuxiéme,

on aura 1 1 1 1
§a+ﬁﬂ=0, EO&"F%B:O

Alors a = 8 = 0 et par conséquent, la paire n’existe pas.

(c) Ezistence de méthodes non FSAL a quatre stages.
On présente au tableau 9 une méthode & 4 stages pour les paires non FSAL
d’ordre (4,5).

Tableau 9. Une paire non FSAL d’ordre (4, 5) & quatre stages du type II

1 1
Tl 2l e
8 1988

4 _ 13132 19092 0
b 8625 18625
b -3 o e 0
b 13 283 3 47
N 48 473 44 2064
B i1 432 2 625

24 473 33 1032

(d) Ezxistence de méthodes FSAL d cing stages.
Enfin, on présente au tableau 10 une méthode a 5 stages pour les paires
FSAL d’ordre (4,5).

Tableau 10. Une paire FSAL d’ordre (4,5) & cing stages du type IT

1 L
112 _%8§83 4389
o | _ab¥8%7 13ddEs
10 439000 109 550
1 —2 12 5 0
2 %% 656 0 0
b _Zz 12 2
v ¥ @ b
N 54 539 33 1323
b _ 31 576 _ 9 1250 1

54 539 66 1323
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Paires d’ordre (5,6) du type II.

123

1l n’existe pas de méthode & 5 stages pour les paires non FSAL d’ordre (5, 6).
La démonstration qui est par contradiction suppose qu’une paire existe.

(a) Inexistence de méthode non FSAL & cing stages.
Les équations de conditions pour les méthodes & 5 stages du type II sont les

suivantes:

Ordre 5 en §':

by + by + by + by + b} 1, (5.45)
N N N N 1
bhek + bhck 4 byck + blck i1 k=1,2,3,45.46)
Bhck Qa1 + Dyck Qs + byckQur + bk Qs 0, k=0,1, (5.47)
byQ2a + byQsa + by Qas + biQso 0,
Ordre 5 en g:
N N N A A 1
by +by+bs+by+bs = 5, (5.48)
Sk h ok bk ok _ _
bacy + bscs + bacy + bscy = FrOGTD)’ k=1,2,3,5.49)
b2Qo1 + b3Qs1 + b4Qua1 +b5Q51 = 0, (5.50)
Ordre 6 en y:
1
by +by+bs+by+b5 = 5, (5.51)
1
k k k k — —1.92 9
b262 +b3C3+b4C4+b5C5 7(k+1)(k+2)’k 5 ,:{,545 )
back Qa1 + b3ck Qa1 + backQu + b5cEQs1 = 0, k=0,1, (5.53)
b2Q22 + b3Q32 + bsQ2 +b5Qs52 = 0,

On considére les conditions de non quadrature en @;1, c¢’est-a-dire les cing
équations (5.47), (5.50) et (5.53). Quatre quelconque de ces équations linéaires
en les ();; doivent étre dépendantes, sinon on aura ()21 = 0 et, par une seconde
application de ce procédé, le nombre de stages de la méthode se réduirait a 3;
alors on aurait ’inexistence par le cas précédent.
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En premier lieu, on considere les quatre équations (5.47) et (5.53) respective-
ment pour k = 0,1. Il existe alors quatre nombres, a, 3, v et §, non tous nuls
tels que . .

abj; + Bbic; + vb; + dbc; = 0, i=2,...,5. (5.54)

On multiplie ces équations par ct, I = 1,2, 3, on somme sur les i et on utilise les
équations de quadrature (5.46) et (5.52); on obtient alors le systeéme linéaire:

1 1 1 1

%a—f-%ﬂ‘f‘?’)’-??(s = 0,
50&"‘1,84‘@’)"‘1‘%(5 = 0,
LSS SASL DV B
44T 5P T T3 T

La solution générale de ce systeme est:
a=a, /3:_0/: Y =-a, 620)

ou a # 0, sinon la méthode n’existerait pas. Si on substitue ces valeurs de
a, 3,7, 6 dans (5.54) on a:

bi =0, —ble;,  i=2,...,5. (5.55)

De méme, si ’on considere les quatre conditions de non quadrature suivantes:
(5.47) avec k = 0,1, (5.50) et (5.53) avec k =1, on a, comme avant:

ol + Bbic; + vb; + 8bic; =0,  i=2,...,5. (5.56)

On multiplie ces équations par ¢k, [ = 1,2,3, on somme sur les i et on utilise

les équations de quadrature (5.46), (5.49) et (5.52); on obtient alors le systéme
linéaire suivant:

11 1 1
%a+§ﬂ+§7+?5 = 0,
§a+%ﬂ+1—12’7+@5 = 0,
Ca4 =B+ —y+—6 = 0.
1°tsh Tt g

La solution génrérale de ce systeme est:
a=a, ﬂ:_aa Y =—a, 6:05

ou a # 0, sinon la méthode n’existerait pas. Si on substitue les valeurs de
a, 3,7,8 obtenues dans (5.56) on a:

b=, —ble;,  i=2,...,5. (5.57)
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11 est évident que (5.55) et (5.57) donnent:
bi=b;, i=2,...,5,

et par les équations de quadrature (5.48) et (5.51), on a by = by. Par conséquent,
la paire n’existe pas.

(b) Existence de méthodes FSAL d siz stages.
11 existe une méthode & 6 stages pour les paires FSAL d’ordre (5,6) du type
IT puisqu’une telle paire existe pour le type L.

5.6.3 Paires du type III

Les paires du type III controlent ’erreur locale en y et on avance le pas avec la
méthode d’ordre supérieur.

Paires d’ordre (1,2) du type III.

On peut facilement montrer qu’il n’existe pas de méthode & un seul stage
pour les paires non FSAL d’ordre (1,2).

Les équations de conditions pour les méthodes & un stage, c’est-a-dire pour
s = 1, sont:

Ordre 2 en y': b =1,
bllcl = %7
Ordre 1 en §:  aucune condition d’ordre,

Ordre 2 eny: b = 5.

Tl est évident que la deuxiéme équation de condition en %' ne peut pas étre
satisfaite puisque ¢; = 0. On déduit donc qu’il n’y a pas de paire non FSAL
d’ordre (1,2).

11 existe des méthodes & deux stages pour les paires FSAL d’ordre (1,2) du
type III puisqu’il en existe du type I.

Paires d’ordre (2,3) du type III.

Il n’y a pas de méthode & deux stages pour les paires FSAL d’ordre (2,3),
mais il y a des paires non FSAL.

(a) Inexistence de méthode FSAL a deux stages.
Les équations de conditions pour les méthodes & deux stages, s = 2, sont:
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Ordre 3eny': by +b,=1,

Pk — 1 —
202_k+ k_laza

Ordre 2 en g: 131 + 132 =
Ordre3eny: b +by=:

)

= = P

?

=

b202 =
Dans le cas FSAL on a ¢; = 1, by = 0. Alors on voit clairement que la
deuxieme équation de quadrature en y ne peut pas étre satisfaite.

(b) Ezistence de méthodes non FSAL a deuz stages.
Il y a des méthodes & deux stages pour les paires non FSAL d’ordre (2, 3).
On en présente une au tableau 11.

Tableau 11. Une paire non FSAL d’ordre (2,3) a 2 stages du type 111

0

2

bla g

blo 1L
3

o3 g

(c) Ezistence de méthodes FSAL a trois stages.
Tl existe des méthodes & trois stages pour les paires FSAL d’ordre (2,3) du
type III puisqu’il en existe du type I.

Paires d’ordre (3,4) du type III.

Il n’y a pas de méthode a deux stages non FSAL ni & trois stages FSAL,
mais il y a des paires non FSAL & trois stages.

(a) Inexistence de méthode non FSAL & deuz stages.

On montre qu’il n’existe pas de méthode a 2 stages pour les paires non FSAL
d’ordre (3,4). On donne ci-dessous les équations de conditions pour les paires &
deux stages.

Ordre 4 en y':

B +b, = 1, (5.58)
1
1k
= — k=1,23 5.59
2Ca k+17 )&y 9y ( )
bI2Q21 = 07
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Ordre 3 en 4:
51 + 62 =

bQCQ =

| =N =

Ordre 4 en y:

1
by +bs = 5,
1

krnkry b

k
b2 Co
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(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

Il est évident qu’on ne peut pas satisfaire la deuxiéme équation de quadrature
en y' pour la méme raison qu’en (5.23). Donc il n’y a pas de méthode & 2 stages

pour les paires non FSAL d’ordre (3,4).
(b) Inexistence de méthode FSAL a trois stages.

Tl n’existe pas de méthode & 3 stages pour les paires FSAL d’ordre (3,4). On
donne ci-dessous les équations de conditions pour les paires & trois stages.

Ordre 4 en y':

by + by +by = 1,
1
bl2(3]2c =+ bgclg = k‘——}—l’ k = 1,2,3,
bhQa21 + b5Q31 = 0,
Ordre 3 en §:
N ~ ~ 1
b1 +bs +b3 = 5,
~ A 1
baco + b3cs = 5
Ordre 4 en y:
1
bi +b2+b3 = >
1
1120’2c + b3c’3c = — k=1,2.

(k+1)(k+2)’

(5.64)
(5.65)

(5.66)

Dans le cas FSAL, on a ¢ = 1, b3 = 0 et (J31 = 0 puisqu’on est dans la

mode d’extrapolation locale. Les deux équations en (5.66) donnent ¢y =

1
5, et
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avec ces valeurs de ca et c3, les trois équations en (5.64) et ’équation (5.65) sont
incompatibles puisque (21 ne peut pas étre nul.

(c) Ezistence de méthode non FSAL a trois stages.
On présente, au tableau 12, une méthode & 3 stages pour les paires non FSAL
d’ordre (3,4) du type III.
Tableau 12. Une paire non FSAL d’ordre (3,4) & trois stages du type III

1 1

2 8

b 222

b P 0

I i ﬁ 1
6 3 6

(d) Ezistence de méthode FSAL & quatre stages.
11 existe des méthodes & quatre stages pour les paires FSAL d’ordre (3,4) du
type III puisqu’il en existe du type I.

Paires d’ordre (4,5) du type III.

On montre qu’il n’existe pas de méthode du type III a 3 stages pour les paires
d’ordre (4,5) non FSAL ni & 4 stages pour les paires FSAL d’ordre (4, 5).

(a) Inezistence de méthode non FSAL a trois stages.
Les équations de conditions pour les méthodes & 3 stages, s = 3, pour les
paires non FSAL sont les suivantes:

Ordre 5 en y':

Wi+by by = 1,
1
bhes + byc§ = T kL34 (5.67)
he5Qa1 +b5ckQs1 = 0 k=0,1,
byQa22 +03Q32 = 0,
Ordre 4 en §:
S 1
bitbr+bs = o, (5.68)
L 1
back +b3cf = mo—m—or, k=12 5.60
2Cy + 03C3 (k’+1)(k+2)’ y Ly ( )
Ordre 5 en y:
1
bitbrtbs = 3 (5.70)
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1
(k+1)(k+2)’
b2Q21 +b3Q31 = 0.

On montre que les conditions de quadratures pour y et § sont incompatibles.
Soient la matrice et les vecteurs:

back + bach k=1,2,3, (5.71)

1 1 1 ~ by by %
A= 0 Cy C3 , b= b2 ; b= b2 ; r= §
0 & o by bs )

Alors les trois équations (5.68), (5.69), k = 1,2, et les trois équations (5.70),
(5.71), k = 1,2, s’écrivent respectivement de la fagon suivante:

AB:r, Ab =r.

Donc -
Ab = Ab. (5.72)

Si A est réguliere, le systeme (5.72) admet 'unique solution b = lA), ce qui
contredit P'existence d’une paire. Donc il faut que A soit singuliere.

Dans ce cas, ca = ¢3 ou cacg3 = 0. Dans ces trois cas, les trois équations
(5.67) se réduisent & la forme suivante:

L ra’ = %, ra® = i (5.73)

On voit immédiatement que ce systeéme est incompatible.

On conclut & l'inexistence de méthode & 3 stages pour les paires non FSAL
d’ordre (4,5).

(b) Inezistence de méthode FSAL d quatre stages.
Les équations de conditions pour les méthodes FSAL & 4 stages sont les
suivantes:

Ordre 5 en y':

by +by+b5+0by = 1,
1
bIQCS +bgcl3c +bﬁlci = k—+1’ k= 1a273a4;
bychQn +b5chQ31 = 0,  k=0,1, (5.74)
b5Qa2 +03Q32 = 0,
Ordre 4 en §:
~ N - - 1
bi+b2+bst+bs = o, (5.75)
. . . 1
bacy + bach + bac} k=1,2, (5.76)
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Ordre 5 en y:
1
bi +by+b3+by = 5, (577)
1
b2C§ + b3CI3c + 1)40{4c = m7 k = 1, 2, 37 (578)
b2@Q21 +b3Q31 = 0. (5.79)

On rappelle que @41 = 0 puisqu’on est dans le cas FSAL. Les équations
(5.74), pour k = 0, et (5.79) doivent étre dépendantes, sinon on aurait Q21 = 0,
une impossibilité. Alors, il existe deux nombres, a et 8, non tous nuls tels que

ab + Bb; = 0, i=2,3.
On multiplie cets équations par c¥, k = 1,2,3, et on somme sur les i. Puis on
utilise les équations de quadrature en y' et y pour obtenir le systéme suivant:

(%—bg)a-l—(%—lu)ﬂ = 0,
(%—bg)a—}-(%—IM)ﬁ = 0,
(1 w)as (205 = o

Si on soustrait la deuxiéme équation de la premiére et la troisieme de la deuxieéme,

on aura 1 1 1 1
§a+ﬁﬁ:0, EO&-F%ﬂ:O.

Alors a = 8 = 0 et par conséquent, la paire n’existe pas.

(b) Ezxistence de méthodes non FSAL a quatre stages.
On présente au tableau 13 une méthode & 4 stages pour les paires non FSAL
d’ordre (4,5).

Tableau 13. Une paire non FSAL d’ordre (4,5) a quatre stages du type II1

D[ =
Y
[V
[*4
©

s Bl 19

i 18275573 _ 8 % 827 _ 1211573

3 66 096 000 46 267 200 27216 000

b 3 0 3 0

b 11 200 i 9

b i 1680 3 3
102 11067 21 62
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(c) Ezistence de méthodes FSAL a cing stages.
Enfin, on présente au tableau 14 une méthode a 5 stages pour les paires
FSAL d’ordre (4,5).

Tableau 14. Une paire d’ordre FSAL (4,5) a cing stages du type IIT

1 1
i 5% 1
1
2
14830 35330 10339
12 4
i i500 97%00 88 000 9 0
24 84 56
T » G
b 12 4% 16 0 1
b L 2 o L 0
24 84 g?
y i i R
24 336 48 56

Paires d’ordre (5,6) du type IIL

Tl n’existe pas de méthode & 5 stages pour les paires non FSAL d’ordre (5, 6).
La démonstration est par contradiction en supposant qu’une paire existe.

(a) Inexistence de méthode non FSAL a cing stages.
Les équations de conditions pour une méthode & 5 stages du type III sont les
suivantes:

Ordre 6 en y':

by +by +05+by+by = 1, (5.80)
1
bhek + bhck + blck + bk = T kE=1,...,5(5.81)
bhekQar + byck Qa1 + byckQur +b5ckQs1 = 0, E=0,1,2, (5.82)
heh Qoo + bk Qsn + ek Quz + bick Qs = 0, k=0,1,
b5Q23 + b5Q33 + byQas + biQss = 0,

byaz2Q21 + bly(as2Q21 + as3Q31)
+b5(as2Q21 + as3Q31 + a54Qs1) = 0,

Ordre 5 en g:
IA)1+IA)2+IA)3+84+IA)5 = — (5.83)
bock + byck + byck + by = ———— k=1,2,3,5.84)

byQo1 + b3Qa1 + b4Qu1 +b5Q51 = 0, (5.85)
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Ordre 6 en y:

1

by +by+bs+by+bs = 5, (5.86)

1
k k k koo —1.9

bacy + bscs + bacy + bscy G+ Dk+2) k »2, IHA87)

back Qa1 + b3ck Qa1 + backQu + b5cEQu = 0, k=0,1, (5.88)
b2Q22 + b3Q32 + bsQu2 + 05Q52 = O,

On considere les cinq conditions de non quadrature en ();;, c’est-a-dire les
équations (5.82), (5.85) et (5.88). Quatre quelconques de ces équations linéaires
en ;1 doivent étre dépendantes, sinon on aura Q21 = 0 et le nombre de stages de
la méthode se réduirait & 4; alors l'inexistence s’ensuivrait par le cas précédent.

En premier lieu, on consideére les quatre équations (5.82) et (5.88) pour k =
0,1. 1l existe alors quatre nombres, «, 3, v et §, non tous nuls, tels que

Oéi); + ,3820,’ + vb; + db;c; = 0, 1=2,...,0. (5.89)
On multiplie ces équations par ct, [ = 1,2,3, on somme sur les i et on utilise
les équations de quadrature (5.81) et (5.87); on obtient alors le systéme linéaire
suivant:

11 1 1
S4B+t —b6 = 0
%a+?1),3+ ?7+112 :
z - il S5 =
%a+%ﬂ+112’7+210 0,
Ca4 =B+ —r+—6 = 0.
1°tsP Tty

La solution générale de ce systeéme est:
a=a, /8:_017 Y =—a, 5:05

ou a # 0, sinon la méthode n’existerait pas. Si on substitue dans (5.89) les
valeurs de a, 3,,d obtenues, on a:

b =b, —bic;, i=2,...,5. (5.90)

De méme, si 'on considere les quatre conditions de non quadrature (5.82)
avec k = 0,1, (5.85) et (5.88) avec k = 1, on a, comme avant:

abl + Bble; + vb; + Obie; =0,  i=2,...,5. (5.91)
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On multiplie ces équations par ct, [ = 1,2,3, on somme sur les i et on utilise
les équations de quadrature (5.81), (5.84) et (5.87); on obtient alors le systeme
linéaire suivant:

101 1 1
§a+§ﬂ+€’7+ﬁ5 = 0,
. +1ﬂ+ LV
‘;’a 1 1127 2
Co4 B+ —y+—6 = 0.
1“5t T3 0

La solution générale de ce systeéme est:
a=a, /3:_0’7 Y= —a, 6:07

ol a # 0, sinon la méthode n’existerait pas. Si on substitue dans (5.91) les
valeurs de «, 3,7, d obtenues, on a:

b =b, —blei, i=2,...5. (5.92)

Il est évident que (5.90) et (5.92) donnent:

o

b=bi, i=2,...,5,
et par les équations de quadrature (5.83) et (5.86), on a by = by. Par conséquent,
la paire n’existe pas.

(b) Ezistence de méthodes FSAL 4 siz stages.
11 existe une méthode & 6 stages pour les paires FSAL d’ordre (5,6) du type
III puisqu’il en existe du type 1.

5.6.4 Paires des types IV et V

Les résultats de non-existence sont pareils a ceux des paires du type I, puisqu’on
a utilisé uniquement les formules des dérivées dans les preuves du type I. Ainsi,
I’existence d’une méthode pour une paire du type I implique Pexistence d’une
méthode semblable des types IV et V.

5.7 Conclusion

Dans ce travail, on a déterminé le nombre minimum de stages requis pour
Pexistence de paires de formules de Runge-Kutta—Nystrom des ordres (1,2) &
(5,6). On a considéré cinq types de paires selon qu’on emploie une ou deux
formules pour y et y'; par conséquent, ces types se distinguent par le mode
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d’avancement soit selon les formules d’ordre inférieur (mode standard), soit
celles d’ordre supérieur (mode d’extrapolation locale), ainsi que par le contrdle
de lerreur locale sur y, sur y', ou sur y et y'. La recherche nous a conduits &
trouver des nouvelles paires que nous n’avons pas essayé d’optimaliser pour une
classe donnée. Le but de ces paires est de confirmer ’existence d’au moins une
paire dont le nombre de stages est minimum.

On résume au tableau 15 les résultats obtenus pour chaque type de paires.
Le tableau donne le nombre minimum de stages pour les paires jusqu’a ’ordre
(5,6).

Tableau 15. Résumé des résultats. Nombre mininum de stages
pour lezistence de chacune des paires d’un type donné.

Ordres Type I Type I Type IIT | Type IV | Type V
(1,2) 2F INF 2F 2F voir I voir I
(2,3) 3F 2F 2NF 3F voir T voir I
(3,4) 4F 3F 3NF 4F voir I voir I
(4,5) | 5NF 6F | ANF 5F |4NF 5F voir I voir I
(5,6) 6F 6F 6F voir I voir I

Il est important de remarquer que, si une méthode FSAL existe pour une
paire, alors une méthode non-FSAL existe aussi, puisque cette derniere classe
inclut la premiere. Il est également important de remarquer que si une méthode
existe pour une paire du type I, alors une méthode doit exister pour les paires
semblables des autres types. De plus, si une méthode existe pour une paire du
type I1I, alors il en existe une semblable du type II. Les divers types satisfont donc
les relations d’ordre partiel suivantes: I C IIT C II, T C V C IV et FSAL C non
FSAL.

On pourrait prolonger ce travail en considérant des paires d’ordres plus élevés,
et essayer d’établir le nombre minimum de stages pour chacun des types de
paires. Il est important de remarquer qu’au fur et & mesure que ’ordre augmente,
les démonstrations se compliquent.

Une autre extension & ce travail, du point de vue pratique, serait de tester
les nouvelles paires obtenues. Ces paires utilisent le nombre minimum de stages,
mais plusieurs paires admettent des noeuds égaux. Deux questions se posent.
Premierement, méme si le colit par pas est minimisé, I’est-il par pas unitaire?
Deuxiemement, ’égalité des nceuds réduit-elle la fiabilité de I’estimation de
lerreur locale?
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