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RESUME. Une méthode est proposée dans [7] pour générer d'une maniére systématique un sous-
module M , & adjoindre & un systéme & événements discrets M, afin de controler et d'étendre celui-ci.
Le controle consiste a interdire certaines séquences d'événements de M4, alors que |'extension
consiste & ajouter de nouveaux événements a M. Dans [7], on fait I'hypothése implicite qu'un
événement de M 1 peut étre interdit par M, si et seulement si il est observable par M 5. De plus, le
comportement de M4 en interaction avec M, peut contenir des états blocants. Dans cet article, nous
avons supprimé I'hypothése implicite en nous basant sur la théorie sur le contrdle développée par
Ramadge et Wonham ([11]) et étendue par la suite par d'autres chercheurs. Dans la méthode que nous
proposons, le comportement de M 4 en interaction avec M, ne contient pas d'état blocant. Nous
proposons des algorithmes pour le calcul du module contrdleur M, dans le cas ou le systéme a
controler M ; est totalement ou partiellement observable.

MOTS-CLES: systémes a événements discrets, contréleur, événement commandable, plus grand
comportement commandable, observabilité, plus grand comportement T-observable,
P-commandabilité, plus grand comportement commandable et T-observable.

1. Introduction

Un systéme a événements discrets (SED) est un systéme dynamique dans lequel les événements ont lieu
instantanément, causant un changement discret de I'état du systéme ([11]). Dans cet article, nous considérons le cas ou
les séquences d'événements forment un langage régulier. Dans ce cas, la dynamique(ou le comportement) du SED peut
donc étre spécifiée par un automate a états finis ou les transitions sont causées par les événements ([14]). Les SED se
retrouvent dans plusieurs domaines. Un premier exemple de SED est un réseau d'ordinateurs ou de
télécommunications. Dans ce cas, un événement est par exemple |'émission ou la réception d'un paguet de données. Un
autre exemple de SED est un protocole de communications. Un événement est par exemple I'exécution d'une primitive
d'établissement ou de reldchement de connexion. Un dernier exemple est un robot mobile accomplissant une t&che. Un
événement peut étre la détection d'un obstacle par un capteur ultrasonore.

Selon les applications, certaines séquences d'événements du SED ne doivent pas avoir lieu. Autrement dit, le SED doit
étre contrélé de maniére a avoir un certain comportement désiré ([4,7,11]). La synthése de contrdleur consiste alors a
dériver systématiquement le module contréleur M, qu'il faut adjoindre au SED a contréler M ; afin d'obtenir un
comportement le plus proche possible d'un certain comportement désiré. Soit donc un SED M ; dont e fonctionnement
est spécifié par un automate a états finis (AEF) S,;. Le but est de lui adjoindre un contréleur M ,, de maniére ace que le
systeme contrélé MM, (c.-a&d. M4 et M, fonctionnant en paralléle et en interaction) fournisse un service spécifié par
un AEF S, donné.

Ceci est schématisé sur lafigure 1, ou K 4, K5, K5 et K, sont des ensembles disjoints d'interactions et permettent de
définir les vocabulaires (ou alphabets) des différents modules. En effet, si V, V; et V, sont respectivement les
vocabulaires des modules My, M ; et M5, nous pouvons aors déterminer lesV; a partir des K par, V ;=K UK, UK,
V=K UK, UK 3 et V, = K,uKguK, . Nous pouvons aussi déterminer les K a partir des Vi par, K;=V -V,
Ko=V oNViNV,, K= (V1NV,)-V et K=V 5V 1. Mg estlemodule spécifié par le service Sy, qui est défini par
I'ordonnancement des événementsde Vq, cad de K UK>UK, . M est enfait laprojectionde M4|M» (de vocabulaire
V=K, UK,UK3UK,) sur levocabulaire V. Remarquons aussi que V,{UV,=V 1UVe=V ,uVe=V=K UK, UK UK.

¢K1 K2 ¢K4
Figurel. SED controlé
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Signalons que M, n'est pasjuste un contréleur, car en plus derestreindre le comportement de M, il goute de
nouveaux événements (K 4 sur lafigure 1). Nous le qualifionsainsi de contrdleur étendu. Si nous considérons un réseau
de télécommunications, |le controle est nécessaire pour la gestion du réseau. Considérons deux exemples trés simples.

Exemple 1. Soient deux noeuds d'un réseau reliés par deux lignes, et ou le choix de I'une des deux lignes est fait a
I'aide d'un commutateur. La premiére ligne est utilisée en fonctionnement normal. Si celle-ci tombe en panne, il faut
commuter automatiquement sur la seconde ligne. Si la premiére ligne est réparée, il faut commuter automati quement
sur celle-ci. Pour réaliser cette commutation, il faut disposer d'un contr6leur qui détecte les événements "ligne 1 en
panne" et "ligne 1 réparée”, et qui déclenche les événements "commute sur laligne 1" et "commute sur laligne 2".

Exemple 2: 1l sagit d'un contrdleur d'un robot mobile devant rejoindre une zone donnée et éviter les obstacles
éventuels qui peuvent se trouver sur son chemin. Un tel contréleur doit étre informeé des événements tels que " capteur
ultrasonore a détecté obstacle génant" et "robot arrivé a destination”, et il doit pouvoir déclencher les événements tels

que "vaau but", "arréte” et "commence contournement d'obstacle” ...

Dans les deux exemples ci-dessus, |e contréleur pourrait ére congu intuitivement. Mais dans des cas plus complexes, il
est indispensable de disposer d'une méthode rigoureuse et systématique permettant la synthése du contréleur M,. Dans
[7], une méthode est proposée pour calculer al'aide d'une formule le module contréleur M ,. Mais les deux hypothéses
suivantes sont faites: @) M, n‘aaucun effet sur les événements de M ; qu'il ne peut pas observer; b) M, contréle tous les
événements de M ; qu'il peut observer. Ces hypothéses, assez restrictives, impliquent que sur lafigure 1, K, correspond
aux événements non observables par M,, et K, et K3 sont les événements observables par M,. Dans [11] ces
hypotheses ne sont pas faites, mais K 5 et K4 sont supposés vides, cad V,2V,=V (. Nous reprenons I'étude de calcul du
module M, en supprimant les hypothéses faites dans [ 7] et celles faites dans [11].

Nous allons montrer qu'on peut aisement reprendre I'étude du contréle ([11]) dans le cas plus général ou K 5 et/ou K4 ne
sont pas vides. Dans la section 2, nous donnons différentes définitions. Dans la section suivante, le probléme du
contrdle et la réduction de celui-ci sont présentés. Dans la section 4, nous étudierons le contréle des systémes
totalement observables. Nous présentons d'une maniére intuitive puis formelle le principe de calcul du comportement
commandable le plus grand (CCPG). L 'algorithme que nous présentons n'est pas équivalent a celui décrit dans [14] et
qui considere K 3=K ,=, maisil utilise également la méthode du point fixe et il est de méme complexité dans le pire
cas. Dans la section 5, nous étudierons le controle des systémes partiellement observables. Nous proposons, dans un
premier temps, un algorithme utilisant la formule Merlin-Bochmann ([7]) pour calculer le comportement T-observable
le plus grand (CTPG). Nous proposons ensuite, un algorithme permettant de calculer le comportement commandable et
T-observable le plus grand (CCTPG). Cet algorithme est inspiré de la procédure proposée dans [3] et qui considére
auss K ;=K 4,=@. Signalons que les différences de nos algorithmes avec ceux de [3,14] ne sont pas dues seulement a
I'hypothése K 3=K ,=. Dans la section 4 (resp. 5), la spécification du contrdleur M, est déduite du CCPG (resp.
CCTPG). Et enfin dans la section 6, nous concluons et proposons quelques extensions. Avant d'aler plus loin, voici
tout d'abord une table des principal es notations utilisées.

SED signifie : Systeme a événements discrets.
AEF (resp. AEFM)  signifie: Automate a états finis (resp. Automate a états finis marqué).
cD signifie : Comportement désiré.
CCPG (resp. CTPG)  signifie : Comportement commandable (resp. T-observable) le plus grand.
CCTPG signifie : Comportement commandabl e et T-observable le plus grand.
(Q,V, b, qp) définit un AEF sur le vocabulaire (ou I'al phabet) V.
n; estlenombredétatsd'un AEF S;.
(Q\V,08,00,Qm) définit un AEF, dit marqué, possédant un ensemble Q, d'états marqués, avec Q,&Q.
4(q,0) est I'état atteint a partir de I'état q, aprés I'occurrence de I'événement o.
8(g,0)! signifie que d(g,0) est défini. &(qg,o)—! est lanégation de 5(q,0)! .
pr(T) est I'ensemble des séquences préfixes d'une séquence T d'événements.
3(q,T) est I'état atteint a partir de I'état g aprés exécution de la séquence T. Formellement, 8(q,T)! <V sepr(T):
5(a,9)!.
V(iqe%t le vocabulaire (ou aphabet) d'un module M; spécifié par un AEF S;.
V;" est I'ensemble des séquences finies des événements de I'alphabet V; .
S est un AEF marqué défini a partir d'un AEF S. 1l accepte toutes et seulement |les séquences non acceptées par S.
Pi(S) (resp. P;(s)) est laprojection sur 'alphabet V; du AEF S (resp. de la séquence s d'événements).
SixSj est le produit synchronise de deux AEFs S et S, (synchronisation sur les évenements de V;MV).
Si®§ est obtenu a partir de §x§ en supprimant tous les états absorbants (def.1) de SxS;.
MM , représente deux modules M ; & M, fonctionnant en paralléle et éventuellement en interaction.
Vo (resp. V¢ ) est I'ensemble des événements commandabl es (resp. non commandables) par M5, avecV y&Vs .
Vb (resp. V o) est I'ensemble des événements observables (resp. non observables) par M, , avec V, EVo.
Sc (resp. S, Sit) est la spécification du CCPG (resp. CTPG, CCTPG).
Table 1. Notations
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2. Définitions

Définition 1. (AEF, événement tirable, état blocant, et état absorbant).

Un automate a états finis (AEF) est défini par (Q,V,0,0;). Q est I'ensemble des états, V est |'alphabet, & est une fonction
partielle définissant lestransitions, c.-a&d. §: QxV— Q, et g, est I'état initial.

Pour un systéme spécifié par un AEF (Q,V,58,qy), un événement ¢ est tirable, s son ocurrence est possiblea partir de
I'état courant du systéme. Formellement, si g est I'état courant : ¢ est tirable < §(q,0)! .

Un état q d'un AEF défini par (Q,V,0,0p) est dit blocant (deadlock) si aucune transition n'est tirable de cet état.
Formellement : g est bocant < V 6e V, 8(q,0)—! .

Un état q d'un AEF défini par (Q,V,8,q0) est dit absorbant, sil est blocant ou si toute transition tirable a partir de q,
n'entraine pas un changement d'état. Formellement : g est absorbant < V ceV, (6(q,0)—!) v (8(q,0)=0). |

Définition 2. (AEF marqué, AEF correspondant, premier et dernier états marqueés).

Un AEF marqué (AEFM) Sm est défini par (Q,V,8,00,Qm), ol (Q,V,d,q0) définit un AEF dit correspondant a Sm, et Qn,
est un sous-ensemble de Q d'états marqueés. Les états de Qp, sont identifiés par des nombres. L'état identifié par le plus
petit (resp. grand) nombre, est appel € premier (resp. dernier) état de Qp,. |

Définition 3. (Séquence acceptée, équivalence et relation d'ordre partiel entre AEFs et AEFMS)

- Soit S;=(Q4,V 1,61,010) & S,=(Q,.V »,8,,020) deux AEFs. Une séquence s acceptée par un AEF S est notée s S; .

- S et Sy sont équivalents, et sont notés S,=S,, si et seulement Sils acceptent le méme langage régulier.

Formellement : $1=S5 < (V1=V5) A (VY seV 1" :81(010, S)! & 82(0z0, 9)! )

- S, est plus petit que S,, ce qui est noté S;<S,, s et seulement si le langage accepté par S; est inclus dans celui
accepté par Sp. Dans ce cas, hous pouvons aussi direque S, et plusgrand que S;. Formellement :

Si<S, & (V1SVo) A (VY seV 1" :81(Tig S)! = 82(tho, 9)!). Pour larelation <, S; et/ou S, peuvent étre des AEFMs. Dans
ce cas, on considere simplement les AEFs correspondants (déf.2) pour effectuer larelation. |

Définition 4. (Opérateur Compy)

Soit V un aphabet donné, et soit S; un AEF quel conque défini par (Q;,Vj,81.0io), avec Vi <V. Compy(S;) est obtenu en

gjoutant a chaque état de S; , tous les événements de V-V . Ces derniers n'entrainent pas un changement d'état de S;.
Compy/(S;) est en fait I'AEF le plus grand (déf.3) de vocabulaire V et dont la projection sur Vi, est équivalente (déf.3) a
Si. Formellement : Compy (Si)=(Q;,V,0v;,0io) » avec: V ge Q; : (o€ Vj = 8y;(0,0)=0i(0,0)) A(ce V-V = dy,(0,0)=0). B

Définition 5. (Evénement commandable, ensembles Vg €t Ve )

Soit un systéme a controler M4 spécifié par S;=(Q4,V 1,61,q10) €t relié aun contrbleur M,, (sect.1, fig.1). Un événement
6 deVest non commandable sil ne peut pas étre interdit par M, a partir de tout éat de S; d'oul il est tirable(déf.1). Si
I'événement ¢ peut étre interdit, il est dit commandable ([10]). Autrement dit, M, ne peut influer que sur les
occurrences des événements commandables. Nous définissons alors Vg €t Ve qui sont respectivement les ensembles
des événements commandables et non commandables. Les événements ajoutés par Mo, (K4=V,-V 4, fig.1), sont
commandables. Donc, K4V et VSV 1. Les événements avec lesquels M, n'a aucune interaction, (K{=V -V 5,
fig.1) ne sont pas commandables. Donc, K1V &V gcVs. |

Exemple 2: surlafigure 2, ab,c,d et e appartiennent aVeq, o et B appartiennent &V c. Il n'est alors pas possible de
restreindre le comportement de M | spécifié par S, pour que le systéme controlé (c.-a-d. M4 |M ,) soit spécifié par Sy. En
effet, celanécessiterait d'interdire respectivement les événements non commandables o et § apartir des états 3 et 4.

s B
b d
%—H o——0— O =00 "0
2a8S; 2b.%
Figure 2. Comandabilité des événements

Définition 6. (Evénement observable)

Un événement de M ; est observable par M, s son occurrence peut étre détectée par M,. Nous définissons alors V oy €t
Vo Qui sont respectivement les ensembles des événements observables et non observables. Les événements ajoutés par
Mo, c.-ard. K4=V -V 1 (sect.1, fig.1) sont observables. Donc, K4V €t VoV Les événements avec lesquels M,
n'a aucune interaction, (K1=V 1-V 5, fig.1) ne sont pas observables. Donc, K1V g et V gpVo. |

Nous déduisons des definitions 5 et 6 et de lafigure 1 que, K 1=V ngN Ve, VorK 2UK3UK 4=V gpuVy et KaSVogpn Vg -
Dans[7], un événement est commandable si et seulement si il est observable. Dans ce cas particulier, nous avons aors
Vo=V » & K1=V =V e et VomK UK3UK 4=V o=V o - Cette hypothése est supprimée dans notre article. Une maniére
de représenter schématiquement la commandabilité et I'observabilité des événements de M | par M, est la suivante: a)
un événement de V NV o €st représenté par : -a——@— ; b) un événement de VNV gp €St représenté par :
~—(O—P; ) un événement de VNV o €st représenté par ; ~l————
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Remarque : seulsles événements communsaM ; et M, (c.-&d. les événements de K, K3) sont concernés par cette
représentation. Pour K, et K4, nous rappelons que K 1=V pon\ Ve &t K4SV oV -

Exemple 3: (fig. 3) be VgV, €€ Vo Ve, de V gy Vy, €t bien sir ae Vg Vie et ee V gV,
a 48
— 3

M “TOC—> M

Mo

Figure 3. Evénements commandables et observables

Définition 7. (Contréleur My)

Intuitivement, M, est un systéme discret a adjoindre a M, et qu'on peut qualifier d'observateur actif. M, est un
observateur, car il détecte les occurrences de tous les événements appartenant a V gy, (déf.6). M, est actif, car il peut a
tout moment interdire I'occurrence de tout événement appartenant a Vg (déf.5). En plus, M, ajoute de nouveaux
événements (K 4 sur la figure 1) a M, . Autrement dit, dans le but d'atteindre un certain comportement désiré, M
observel'évolution de M4, et met &jour les événements de V g qu'il autorise. Formellement, M , est spécifié par (S,, V)
ol : a) Sy=(Q2.V g, 2.020) est un AEF de vocabulaire Vqp, ; b) ¥ est une fonction qui associe & tout état de S,,
I'ensembl e des événements qui sont autorisés par M,. Nous avons bien sir : V ge Q,, V € ¥(Q). |

Dorénavant, le terme comportement désignera des comportements sans aucune projection. C'est-a-dire, un
comportement est spécifié par un AEF de vocabulaire V {UVo.

Définition 8. (Comportement commandable)

Soit M ; un systéme a controler spécifié par S;=(Qy,V 1,81,010), €t soit alors Compy (S;)=(Q1.V.dv,.010) (déf.4), avec
V=V,UV5=V quUV,. Soit S;=(Q¢,V,0¢.0co) Un AEF tel que Sc < Compy(S1) (déf.3). S, et le comportement qu'il spécifie
sont commandables, si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées.

Cl: apresl'occurrence d'une séquence t d'événements acceptée par S; et par Compy(S1), un événement non

commandable (déf.5) tirable dans Comp,/(S;), n'est pas interdit dans S ,

C2 : toutéat gde S, n'est pas un état absorbant (et donc pas blocant) (déf.1),

C3 : toutéat gdeS. est atteignable apartir de|'état initial de S .

Plus formellement les trois conditions sont les suivantes:

Cl:  ViteV',VoaeVne ((Svy(thoh) A Gc(Geo!) A By (Gioto)!) ) = Sc(Geotoy)!

C2: V geQ: JoeV,td que (8.(0,0)!) A (8:(0,0)%Q)

C3: VgeQ: IseV', te que = 8.(0co S

Intuitivement, C1 est une condition obligatoire. En effet, si elle n'est pas respectée, aors S; n'est pas réalisable. En
effet, S. ne peut dans ce cas étre réalisé qu'en interdisant des événements non commandables. La condition C2 est
arbitraire, elle impose a un comportement commandable d'étre "dynamique" , c.-a-d. de pouvoir toujours changer d'état.
Et enfin, lacondition C3 impose a S de ne contenir que les états significatifs, c.-a-d. éventuellement atteignables.
Signalons que notre définition est différente de la définition traditionnelle ([14]) ou seules les conditions C1 et C2 sont
nécessairement verifiées. |

Sur I'exemple 2 (fig.2), le comportement S, n'est pas commandable, car la condition C1 n'est pas vérifiée. En effet, So
nécessite d'interdire les événements non commandables o et B a partir respectivement des états 3 et 4.

3. Présentation et réduction du probléme du contrdle des SED
3.1. Probléme du controle

Définition 9. (Comportement désiré)

Lorsque le systéme M, est libre, son comportement est spécifié par un AEF S;. Le but du contréle est d'adjoindre aM4

un module contréleur M , (déf.7), afin que le systeme M 4[M , (Table 1) fournisse un certain service désiré spécifié par
un AEF S, sur I'alphabet V. Pour que M 4|[M , fournisse le service en question, il faudrait que la spécification S de son

comportement défini sur I'alphabet V=V UV, soit telle que S<S;xS, (déf.3). S;xS, spécifie donc le comportement
désiré (ou simplement CD) qu'il faudra essayer d'obtenir, et sera désigné par Seg=S; xSp. |

Pour, la conception de M ,, considérons deux cas.

Cas1:V=9. Donc, les occurrences de tous les événements de M4 sont détectées par M. Si le comportement désiré
(CD) n'est pas commandable (déf.8), le but est alors de calculer la spécification S du comportement commandable le
plus grand (déf.3), noté CCPG, qui soit plus petit que le CD (déf.9). Il faut ensuite calculer la spécification (Sp, W) du
contrdleur Mo (déf.7) permettant de réaliser le CCPG, c.-a&-d. que MM , sera spécifié par Se.

Cas 2 : V2. Lors de I'évolution du systeme, le contréleur met & jour I'ensemble des événements autorisés. Cet
ensemble dépend de I'état courant de M. Si les occurrences de certains événements, dits non observables (déf.6), ne
sont pas détectées par M ,, celui-ci ne peut pas connéitre en permanence I'état du systéme, quaifié de partiellement
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observable, et ne peut alors pas en général décider quelles sont les événements commandables qu'il doit interdire. Dans
ce cas, le CD (déf.9) n'est pas réalisable, méme sil est commandable ([11,14]). Il faut donc, a partir d'un CD, et
compte tenu de la non commandabilité et de la non observabilité de certains événements, calculer la spécification S¢ du
comportement réalisable le plus grand, noté CCTPG, qui soit plus petit que le CD et qui vérifie une certaine propriété.
Il faut ensuite calculer la spécification (Sp, W) du contréleur Mo permettant de réaliser le CCTPG, c.-a-d. que MM »
seraspecifié par Sg ([2,3,6,11,13]). Lesdeux cas sont traités en détail, respectivement dans les sections 4 et 5.

3.2. Réduction du probléme du contrdle

Dans le cas général, [7] considere que K3 et K4 ne sont pas vides. Mais e probléme du contréle peut étre réduit a un
probléme ou K5 et K 4 sont vides, c.-a-d. ol lesvacabulairesde S; et S, sont égaux. Pour cela, il faut transformer S; en
Sp1=Compy/(S1) &t Sy en Sy=Comp\/(Sp), 0U V=V UV,. Sp; €t Sy ont e méme vocabulaire V=V, UV, et les modules
Mp; €t M respectivement specifiés par Sy et Spy sont schematisés sur la figure 4, avec K=K, UK3UK,. On peut
montrer que le probléme du contréle qui est initialement de déterminer (So, W) apartir de S; & Sy , peut donc se réduire
adéterminer le méme (S, W) apartir de Sp; & Sy .

K1 AK *
A ———

Moo [p: Y Mol v [=o—= wm,
<—O—>
Figure 4. Réduction du probléme Figure5. Systéme contrélé totalement observable

4. Contrdle des systémes discrets totalement observables (Vo = 9)
Dans cette section, nous supposonsV o, = &. Soit donc V 1UV,=V 5=V 5=V UV (fig. 5).
4.1 Calcul du comportement commandablele plus grand (CCPG)

Soit M; un systéeme a contréler de vocabulaire V, spécifié par S;=(Q1,V1,0:,010), €t soit le service désiré
So=(Qp.V 0,%,000)- Le comportement désiré est donc spécifié par Siy=S; xS, (déf.9). Dans le cas présent ol Vo=, tout
comportement commandable (déf.8) est réalisable ([14]). Le but (sect.3.1) est alors de calculer la spécification S¢ du
comportement commandable le plus grand (CCPG) telle que Sc<Sy. Si Sy est commandable, alors S;=Syy. Sinon,
Se<Sqy-

Remarque: du fait de la condition C2 (déf.8), le CCPG S est non seulement plus petit que S;xSp, mais aussi plus
petit que S;®S, (Table 1). Deplus, S Sy=S,xSy est commandable, aors S;4=S,®S, .

Nous présentons dans la suite comment obtenir la spécification S; du CCPG apartir S; et Sy, et connaissant V4, V5, Vq
etV . Un algorithme de calcul du CCPG est décrit formellement dans [14]. Celui que nous proposons est différent,
mais il utilise lui aussi laméthode du point fixe et il est de méme complexité dans le pire cas. De plus, il est adapté au
cas général ou K3 et/ou K, sont non vides. Nous expliquons tout d'abord la méthode d'obtention de S d'une maniére
informelle en utilisant deux exemples (figures 2 et 6).

Sur I'exemple de la figure 2, comme il n'est pas possible dinterdire les événements o et B & partir des états 3 et 4, ces
derniers doivent étre évités. L'événement b ne doit donc pas étre tiré de I'état 1, de méme que |'événement d ne doit pas
étre tiré de |'état 2. Ceci ne pose aucun probléme car les événements b et d sont commandables et peuvent donc étre

interdits par le controleur. Le CCPG est donc spécifié par S suivant : @<—:7>@ .

Sur la figure 6, avec V1=V ={ab,c,dea,p}, Vg ={abcde} e Vi ={0.B}, SoxS; S car Vo=V 1=V 5) n'est pas
commandable car il n'est pas possible d'interdire B a partir de I'éat 5. Ce dernier doit donc étre évité, et pour cela
I'événement o partant de |'état 4 ne doit pas étre tiré. Comme o, ne peut pas étre interdit, I'état 4 doit étre évité. Pour
celal'événement d, partant de I'&at 1, ne doit pas étretiré.

6.b. & 6.c. S¢
Figure 6. Comportement non commandable

L e comportement commandable obtenu est spécifié par S (fig.6.c). Pour définir formellement la méthode d'obtention
de S, nous introduisons trois opérateurs C, et Ct, et Cont,. Ce dernier opérateur est défini a partir des deux premiers.

Définition 10. (Opérateur Cp)
Intuitivement, soient A et B deux AEFs devocabulairesV, et V. Ca(B) est I'AEFM (déf.2) leplusgrand tel que
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Ca(B)<AXB, dont tout état est accessible apartir de I'état initial, et tel que tout état e= (ex,eg) de Ca(B) qui vérifie une
des deux conditions ci-apres, est marqué et ne possede pas de transition sortante (c.-a-d. un état marqué est blocant).
Condition 1: e est un état absorbant de A xB. Condition 2; il existe au moins un événement p non commandable tel que
p est tirabledans A, apartir del'état e5, et p n'est pastirable dans B, a partir de ez.

L'opérateur C, est défini plus formellement comme suit. Soient A et B les AEFS (Qa,V a,04,00) € (Qg,V ,08.080), €
soient alors Compy(A) et Compy(B) (déf.4) les AEFS (Qa,V AUV, 0y a0 a0) €t (Qp,V aUVE,0yg.0s0), &VeEC V=V pUVp.
Ca(B) est dorsI'AEFM (Q,V pUVE,800.Qm) telque : (@ V Te (VauVg) :3(q, T)! < P1LA P2;

(b) Vge Q: (Vse VauVg, 8(09-! vi(qs)=0) < (qeQm).

Avec P1 = 8y, (0o, TN ABvg(Oso, T)! €t P2= Vtepr(T)-{T}, V o€ Vi : Sya(Qao,to)! = 6(0o,to)! .

P1 indique que CA(B)<AXxB, P2 indique que I'interdiction par Ca (B) d'un événement non commandable autorisé par A,
ne se fait jamais sur un état non absorbant de C(B), et (b) indique que les états marqués sont absorbants. |

Si nous reprenons |'exemple de lafigure 6, nous obtenons Cg;(Sy) delafigure 7 (Qm={ état 5}). L'état 5 est marqué car
I'événement B est possible sur S; et interdit sur Sy. Un état marqué est en fait un état a éviter. Une fois Cg(Sg) obtenu,
une méthode itérative utilisant un second opérateur Ct permet de calculer Sg.

d c 3
S O I € sl S €) I T~ o)
Figure 7. L'opérateur C51(Sq)

Remarque: Cg(Sg)=Cs1(Compy(Sp)). S S=S, est de vocabulaireV avec V 1SV et est commandable, alors Cg(S) =S.

Définition 11. (Opérateur Ct)

Si A est un AEFM défini par (Qa,V a,04040.Qma). dors Ct(A) est I'AEFM défini par (Q,Va,000.Qm) tel que, si
Qma=9 aorsCt(A)=A. Sinon (c.-a-d. Qma #J), S0it gma le premier état (déf.2) de Qmn , Ct(A) est alorstel que:

8) Q=Qa-{gma}; b)V geQ V seVa:8(q9)! < (8a(09)! A Ba(GS) #tma) ) = (8(a.5) =3 a(a,9));

0V geQ:geQm & (C1vC2vC3vC4). AvecCl=(doeVyte que: d4(0,0) = qma),

C2=(V seVa : (8a(A,9=0ma)V(Ba(A,:9)—") V(8a(0,9=0)), C3=(V S€Va, VI#0ma : da(r,9)#0), & C4=(q€ Qma-{dma})-
Intuitivement, Ct(A) consiste a premiérement supprimer le premier état marqué de A, et donc les transitions qui y
menent directement, et celles qui sont tirables de cet état. Cette suppression peut engendrer des états interdisant des
événements non commandables (C'1), des états absorbants (C'2), ou des états non atteignables a partir de I'état initial
(C'3). Ces états sont alors marqués pour donner |'automate Ct(A). Nous déduisons, d'apres la définition 8, que si Ct(A)
ne possede pas d'états marqués, aors Ct(A) est commandable. La réciproque est aussi vraie. |

Définition 12. (Opérateur Contg )
L'opérateur Contg; consiste aappliquer unefois|'opérateur Cg; sur Sy, et itérativement I'opérateur Ct jusqu'a obtenir un
automate a états finis sans états marqués. Soit donc Contg;(Sg) défini algorithmiquement par :
Conts)(Sp) Début: - A — Cgi(So)=(Qa.V a,3a 00 Qrma)
- Tant que Qua#J faire: A « Ct(A)
Fin tant que
- retourne(A)
Fin

Propriété 1" . L'opérateur Conts,; est idempotent, c.-&d. que Contg;(Cont s (S))= Contg(S).

Théoréme 1”. Soit M ; un systéme & contrdler spécifié par S;, et soit un service désiré spécifié par Sp.

Alors, L'AEF Cont5(Sy) est la spécification S, du CCPG, telle que S.<S; XS, |
Propriété 2" . Du théoréme 1, nous déduisons : S est commandable < S.=Contg;(Sc). |
Lemme1”. Lacomplexité de calcul de S est d'ordre n;2xny2, (voir Table 1 pour n, et n). |

4.2. Calcul des spécifications du contréleur et du service fourni

La spécification (S,,¥) du contrbleur (déf.7) est trivialement déterminée a partir du CCPG S. En effet, comme le
controleur observe tous les événements (V =), il n'y a alors aucune projection afaire et S,=5,=(Qc,V,0¢,dc0)- La
fonction ¥ est telle que pour tout état g de S,, W(q) contient tous les événements non commandables et tous les
événements tirables a partir de g. Formellement : V ge Q. : W(9)=VcW{0 | 6e Vg €t 8.(q,0)'}. Nous verrons que ¥
est moins triviale dans le cas des systémes partiellement observables (sect.5). Le service fourni est alors spécifié par
Po(Sc), ou Py la projection sur Vi (Tablel). On peut vérifier que Py(Sc)<S. En effet, S.<S;xS,, donc
Po(Sc)<Po(S1%S0)<Po(S0)=So.

—_—
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4.3. Exemple

8b: S 8.c: Csi(So)
Figure 8. Exemple de service non commandable

@) T
Itération 1: état 5 supprimé Itération 2: état 4 supprimé Itération 3: état 6 supprimé
nouveaux marqués:états 4(C'1) et 6 (C'2) nouveau marqué: état 7 (C'3)
K ] C 3 J C C
O<OLT el @<L =D c
Itération 4: état 7 supprimé Itération 5: état 9 supprimé Itération 6: état 8 supprimé

nouvel état marqué: état 8(C'2)
Figure 9. Exemple de calcul de Cont(Sq)

Soit S; représenté sur lafigure 8.ade vocabulaire V 1={ab,c,d,ef,g,h,i,j,k,|,m,a, B, v, p.x} avec V ={a, B, v, p,1}. S0it Sy
représenté sur lafigure 8.b de vocabulaire V o=V .={ o, B, v, p,7} . S Spécifie que les événements non commandables y et
p sont interdits. En appliquant Cg; a Sy nous obtenons Cg(S,) représenté sur lafigure 8.c (Q,,={ états 5 et 9} car |'état 5
interdit v et I'état 9 interdit p). En appliquant I'opérateur Ct sur six itérations (figure 9) nous obtenons S, (itération 6
de la figure 9). Nous avons alors S,=S;, et ¥ est telle que ¥ (1)=V c{a, ¥ (2=V cu{b} et ¥ (3=Vcu{c}. Le
service fourni est enfin spécifié par Py(S¢)=S., car dans notre exemple Vo=V 1=V ,.

4.4, Comparaison avec |'algorithme de Ramadge et Wonham

Dans cette section, notre algorithme est défini par I'opérateur Cont gy, €t celui de Ramadge et Wonham([14]) est désigné
par Alggrw- Signalons tout d'abord que Contg; et Alggy sont de méme complexité et utilisent tous les deux la méthode
du point fixe. Il y a néanmoins quelques différences que nous allons examiner dans la suite. Soit donc S; et S, les
spécifications du systéme a contréler et du service, de vocabulairesV | et V.

(1) Algrw suppose que V1=V, et $<S;. Pour le géneraliser il suffit de prendre Sp;=Comp\/(S;) et Siy=5,xSy, qui sont
de méme vocabulaire V=V, UV,. Dorénavant, nous considérons que les entrées de Algry SOnt Spy & Sy -

(2) Contg; supposetouslesétatsde S; et Sy sont acceptants, alors que Alggyy considére le cas oul les états de Sy ne sont
pas tous acceptants. Contg; peut étre adapté pour considérer ce cas.

(3) Alggrw N'élimine pas les états absorbants, maisil peut étre adapté pour le faire.

(4) Algrw Suppose quetousles étatsde Sy et Sy sont accessibles a partir de I'état initial.

Nous allons d'une maniére non formelle rappeler le principe de Contg,; et décrire le principe de Algry.

Contg, : I'opérateur Cg,, est appliqué une fois sur Sy pour générer Cg,(Sp)<S;xSp=Sy, dont tous les états sont
accessibles a partir de I'état initial, et dont tout état qui interdit un événement tirable non commandable ou qui est
absorbant dans S; xS, est alors marqué et blocant dans Cg;(Sp) (fig.7 et 8.c). L'opérateur Ct est ensuite utilise
itérativement comme suit. Ct(A) supprime un des états marqués d'un AEFM A. La suppression de celui-ci peut
engendrer des états absorbants, des états non accessibles a partir I'état initial, ou des états interdisant des événements
tirables non commandables. De tels états sont a leur tour marqués. Soit donc Sc =Cs; (So), €t Scj+1=Ct(Sc;j). Ct est
appliqué itérativement jusqu'a obtenir S¢+; sans états marqués (fig.9), qui spécifie alorsle CCPG.

Algry : On effectue S, =Comp\/(S1) et S=5,xSy < Sy, (cette étape n'existe en fait pas dans I'algorithme Alggyy dont
les entrées sont directement Sp; et S). On définit I'application unique h qui associe tout état x de Sy aun état q de Sy,
et telle que x et g sont accessibles par une méme séquence d'évenements a partir des états initiaux de Sy, et Syy. On
définit I'opérateur Q tel que si B=Q(A) avec A<Sy, B est obtenu en : a) supprimant de A tout état x interdisant un
événement non commandable tirable de I'état h(x) de Sy, ; b)supprimant ensuite tous les états non accessibles genérés.
Soit S 0=Sed, € Scji+1=EAS¢;)- Q est appliqué itérativement jusqu'a ce que Sci+1=Q(Scj)=Scj, qui specifiedorsle
CCPG. Si nous reprenons le méme exemple (fig.8) que nous avons traité avec notre algorithme nous obtenons: Sy, =S;
(car K4 est vide), et Sy est représenté sur lafigure 10. Au bout de trois itérations (fig.11), nous obtenons S;=S; 5= » -
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- Contg; sest exécuté en 6 itérations alors que Alggy Seulement en 3 itérations. Mais il ne faut pas oublier que dans
une itération Contg; considére un seul état marqué et les différents états qui lui sont directement reliés et qui ne sont
pas marqués. Alors que Alggy considére a chaque itération tous les états. La complexité des deux algorithmes dans le
pire cas est d'ordre n; 2xny2, (Table 1 pour ny €t ng). Mais selon les exemples traités, un algorithme peut étre plus

optimal que l'autre. Contg; est le plus optimal si le nombre d'états marqués a chaque itération est faible devant le

nombre total des états. Algryy est le plus optimal, si |e nombre des états marqués a chague itération est trés important.

Figure 10. Exemple de Sog=S, xS Itération 1: S 1 Itération 2: Itération 2: S¢ ,
suppression de 9 car p interdit  suppression de 4 car o. interdit aprés suppression des
suppression de 5 car yinterdit ~ états 6 et 7 non accessibles. états non accessibles.
il n'y pas d'état non accessible.

Figure11. Exemple dutilisation de Algrw

5. Controle de systemes discrets partiellement observables
5.1. P-commandabilité et observabilité d'un comportement

Considérons le cas général ou certains événements de M, ne sont pas observables par M,. Nous rappelons que dans ce
cas (fig.1) Ki=V o Ve, KaUK3UK,=V gV, & KV V. Contrairement a I'hypothése implicite faite par
Merlin et Bochmann ([7]), certains événements de K, UK 3 peuvent étre non observables (tout en étant commandables).
Dans la section 4, comme tous les événements sont observables, un comportement commandable est toujours
réalisable. Du fait de la non observahilité de certains événements de K ,UK; et de tous les événements de K4 ,un
comportement commandable S; obtenu par |'opérateur Contg; n'est pastoujours réalisable, mémessil est compatible
avec la dynamique du systéme spécifié par S;. Nous sommes donc amenés a définir la P-commandabilité ([6,11]).

Définition 13. (Comportement P-commandable)

Soit un systeme M, acontréler specifié par S;. Un comportement commandable S,c est P-commandable sil peut étre
atteint, al'aide d'un contréleur M, adéterminer spécifié par (S,, W), malgré I'observabilité seulement partielle des
événements du systeme. Plus formellement :V n, #J et 3 (S,, V), tel que M 1|M, est specifié par Syc. |

Remarque: LorsqueV ¢y n'est pasinclus dans V gp, M 1[M , n'est pas toujours spécifié par S;xS,. En effet, le produit
synchronisé implique que M, (déf.7) ne peut pas interdire des événements n'appartenant pas a V gp,.

Définition 14. (Comportement observable)

L'observabilité est définie dans ([6,11]) pour K ;=K ,=@ (fig. 1), nous la redéfinissons dans le cas général. Soit
V=ViuV,, S;=(Q1V1,61,010) € Compy (S1)=(Q1.V1UV2,0y1,010).Un comportement spécifié par un AEF
S=(Q.V,UV,,800) plus petit que Compy(Sy), est observable si et seulement S :

V ste (ViuVy,)', (8(0o.9)! A d(0o.t)! ) = (PA=P5). avec: PA=(Pgy(S)=Pon(t)), €t

P5=(V o€ V1UV5: Oy (010,50)! Ady (Gh0,t0)!) = (8(0,S0)! <8(00,t0)!)). Pop représente la projection sur V ob (Table 1).
D'une maniére moins formelle: aprés une séquence d'événements, les événements permis par le controleur M, ne
dépendent que de la projection de cette séquence sur le vocabulaire observable V. Si nous prenons K 4=, c.-a-d.
V, €V, et donc V=V, nous obtenons Compy(S;)=S; et nous retrouvons une définition analogue a celle de [6,11]. W

Théoréme2”. Un AEF Sfermé et plus petit que Compy(S;) est commandable et observable si et seulement si il est P-
commandable (déf.13). Une preuve est donnée dans [6] dans le cas ol K, =K 3=. |

5.2. Formule de Merlin-Bochmann dansle cas des comportements P-commandables

Dorénavant, un service S, est dit P-commandable si |e comportement désiré Scq=5,xS; est P-commandable. Laformule

de base de Merlin-Bochmann ([7]) est la suivante. Soit un systéme M, spécifié par S; de vocabulaire V; , et soit un

service désiré Sy de vacabulaire V. LorsqueV gn=V o, aorsle contréleur M,, de vocabulaire V,=V o=V o, ajoindre a
M, pour satisfaireleservice Sy, est spécifié par S,=P,(SpxS;)-P2(SpxS1). Et MM, est alors S;xS, (car V gh=V o)

Pour un comportement SgxS; P-commandable, la formule Merlin-Bochmann se réduit a S,=P,(SyxS;). En effet, SgxS;
P-commandable implique S=S;xSy=S;xS,=S,®S,. Ceci entraine S=S; xP,(S)=P; (SxP,(S).

—
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5.3. Exemple d'un comportement commandable et non observable

Sur I'exemple de la figure 12, V=V 1={a,b,d,C} et seul I'événement C n'est pas observable, c.-&d. V,={ab,d} et
V,o={C}. Lesactions a,b et d sont toujours commandabl es. L e comportement SyxS; est commandable, maisil n'est pas
P-commandable car il n'est pas observable. En effet, d'une maniére informelle, C étant non observable, M , ne peut pas
savoir si on est dans |'état 2 ou 3, et ne peut donc pas décider d'interdire I'action d. Considérons les deux cas suivants.
Cas 1: C est commandable (fig.13.a) : Le comportement S, observable et commandable (donc P-commandable) le
plus grand tel que Spyc<SpxS,, est specifié par I'AEF de lafigure 13.b . Comme V=V 1=V, leservice fourni est S5=S.
Cas 2: C n'est pas commandable (fig.14.a) : La formule générale de Merlin-Bochmann peut étre utilisée (car
Vo=V o, € donc V,=V 1=V o) afin d'extraire un comportement observable. Soit donc S,=P,(SyxS;)-P,(SpxS;). Et
S=S;xS; (fig.14.b) est le comportement observable le plus grand qui soit plus petit que SgxS;. Mais S n'est pas
commandable, car il posséde un état blocant (déf.1). Le comportement P-commandable le plus grand qui soit plus petit
que $xS; est alors spécifié par un seul état sans |'occurrence d'aucun événement.

S=SI®H= S_LxSO 13.b. 14.a. 14.b.
Figure12. SleO commandable et non observable Flgure 13.Cas1 Figure14. Cas 2

5.4. Exemple de comportement commandable et observable

Sur I'exemple de la figure 15, V,={ab,d,e,C,F}, Vo={ad,e,C,F}, V,={ab,d,eF}, Vg={ab,d.eF}, Vor={ab,d,e}, et
donc Vnc={C} et Vo={C,F}. Le comportement S,c=5,xS; peut étre réalise, car celui-ci est observable et
commandable, et donc P-commandable. Celui-ci peut étre obtenu si le contréleur M, interdit les mémes événements, e
et F, avant et apres |'événement non observable C. M, est alors spécifié par (Sy,'¥), 0l S;=Pop(Spc - Q=@ &t ¥
est telle que ¥ (1)=V c{a et ¥ (2=V u{b,d,C}. Nous voyons ici I'utilité de ¥. En effet, ¥(q) ne contient pas
forcément tous les événements non observables. Ce qui signifie que le contrdleur peut en effet interdire des événements
commandables méme siil ne peut pas les observer (événement F). Ceci explique pourquoi M, M, n'est pas forcément
spécifié par S;XS, , 5 Vg N'est pasinclusdans V. Le service obtenu est PO(SpC):SO .

00 OO EOT0 ke

SoxSy

Figure 15. Comportement commandable et observable
5.5. Comportement T-observable

Nous avons donneé précédemment un exemple d'extraction du comportement Sp. P-commandable le plus grand tel que
Spc<SpxS;. Mais dans le cas général, un tel comportement n'existe pas toujours ([6,11]), car I'union de plusieurs
comportements observables n'est pas toujours observable. De plus, les résolutions de problémes avec des informations
partiellement observables sont NP-complets ou pire ([8,9,12]). Pour ces raisons, une classe de comportements
observables est définie. Les comportements de cette classe seront dits T-observables (T pour totalement).

Définition 15. (Comportement T-observable)
Si le systéme a contréler est spécifié par S;, un comportement spécifié par S est dit T-observable si et seulement si:
S=S1xPy(S) , ol Py, est la projection sur le vocabulaire (alphabet) observable V g, |

Un tel comportement, qualifié de Normal dans[6,11], ades propriétés intéressantes qui sont :

- I'union de plusieurs comportements T-observables est T-observable. Il existe donc un plus grand comportement T-
observable (CTPG) S tel que $0<S1xSp.

- si Sest T-observable alors il dépend uniquement de sa projection dans Vqp. C'est en fait le comportement le plus
grand tel que S<Compy(S4) et ayant Pg,(S) comme projection.

- pour toute séquence s respectant S;, nous pouvons décider si elle appartient aS a partir de sa projection Pgy(S).

- sl S est T-observable alors il est observable ([6,11]), mais la réciproque n'est pas vraie. Donc si S est fermé,
commandable et T-observable alorsil est P-commandable. Une autre propriété que nous gjoutons est la suivante.

Propriété3*. Si Sest T-observable alors les événements non observables de V; ne sont pas interdits. Autrement dit,
les événements non observables sont considérés comme non commandables, c.-ad. V <V op. Dans ce cas, nous avons
adorsV,=V g, |

*
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Laréciproque de laderniére propriété est fausse. Voici un contre-exemple avec V ,={a,b}. On a S;xSy=S, qui consiste
ainterdire I'événement observable b al'état 2. Mais on peut vérifier facilement que S<S;xPgy(9)=S;.

A7) _Cp, ay (7)-Co
RFOSHO QFOTO
S, s

Remarque: on peut penser que la contrainte de considérer que les comportements non observables sont non
commandables est trop forte. Mais on montre dans [6] que de tels comportement ont plusieurs propriétés intéressantes,
et se retrouvent souvent dans des applications réelles.

Théoréme 3*. Soit le systéme M, & controler spécifié par S; et soit le service S, de vocabulaire V. S S;xS, n'est pas
T-observable, on peut déterminer le comportement S, T-observable le plus grand (CTPG) tel que S$;o<S1xSy, par un
algorithme résolvant la formule de Merlin-Bochmann ([7]). Sig est dlors : $g=S;xS,, avec S,=P,(SoxS;)-P>(SpxS;), ou
P, représente la projection sur Vg, car Vo=V gy (prop.3). Plus particulierement, si Vo=V, et s S;<Compy(S;), alorsle
CTPG S, est donné par : S$;o=S;XS,, avec S,=P,(Sg)-P>(SexSy).

Signalons que Sy, peut contenir des états blocants. |

Définition 16. (Opérateur Tobg)

On définit maintenant I'opérateur Tobg; qui permet d'obtenir le CTPG S;y tel que Si<S;xS,, c.-a-d.
Si=Tob51(Sg)=S1X(P2(SpxS1)-P>(Se%xS;)) avec, rappelonsle, V,=V . Autrement dit, la T-observabilité peut étre
définie par : Sio €st T-observable < Sg=Tob(Sio)-

S ng et n; sont lesnombres d'étatsde S, et S, alors Tobg;(Sg) est obtenu comme suit.

1) Obtention de S,. Pour représenter tout d'abord Sy nous devons définir I'automate Sy, suivant. S et soit S, I'automate a
ng+1 étatstels que:

* Ng états correspondent aux ng états de S

* |e (ng+l)ieme état est marqué et est atteint par toute séquence d'événements n'appartenant pasa Sy

Sp est défini formellement par: si Sy=(Qq,V 0,8.000) a0rs Sp=(Qp.V0,0p.do0 dm}) tel que Qp=Qo{dm}, OU O, est
I'état marquéde S, et

(@ VgeQp VoeVy: 8pq,0)!

(b) V aeQo, V 0€ Vp: 80(0,6)! = (0, 6)=30(0, 0)#0m

(©) VqeQo, Vo€ Vo 80(0,0)-! = 8(0,0)=0m

(d) VoeVp:dp(Om,0)=0m

(a) signifie que S, contient toutes les séquencesde V"

(b) signifie que les sequences de S, ne menent pas al'etat marque dans Sy,

(c) signifie que les séquences de S, n'appartenant pas a S, menent a l'état marque,

(d) signifie que I'éat marqué est absorbant.

Nous pouvons alors déduire que les séquences menant a g, sont celles qui appartiennent a §,, et la complexité
d'obtention de Sy, est bornee par |V g|xng.

2) Obtention de $xS;. Si $;=(Q;,V 1,8010) avec V=V UV, le produit synchronisé et marqué Spy=SpxS; est défini
par Sp1=(Qp1,V.dp1, Apo.Qpm) avec : (Qpm{ dm}t xQ1) €t (V de Qpy : 9= (dm.d1)=> g€ Qpm). Nous deéduisons que les
séquences menant aux états marqués de Sy, sont celles qui sont acceptées par SpxS;, et la complexité d'obtention de Sy,
est bornée par |V glxngxn;.

3) Obtention de P»(SyxS;). Soit alors la projection P,(Sp1), ayant un ensemble d'états marqués. Les séquences de
P2(Sp1) menant aux €états marqués sont celles qui appartiennent a P, (SpxS,) . .

4) Obtention de P5(SpxS1)-P2(SpxS1). Po(SoxS1)-Po(SoxS;) est égal P, (SgxS;)VP,(Sp;) ou V sgnifie produit
synchronisé avec élimination des états marqués. Comme les nombres d'états de P,(SpxS;) et P,(Sy;) sont bornés par
npxny, lacomplexité de V est bornée par |V, |x(ngxm )2.

Des exemples de calcul de S, sont donnés dans[7].
Une projection P, de SpxS; ou Sy sur un vocabulaire V , consiste en trois principal es étapes qui sont:

1- remplacer les événementsde V-V, par latransition € : la complexité est en O(ngxnyx|V|)

2- supprimer les cycles de transitions €

3- supprimer les séquences non cycliques restantes de transitions € : la complexité est en O(ngxn, x|V |2) Des algorithmes
réalisant |es étapes deux et trois sont proposés dans[1]. |

—
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Propriété4” . L'opérateur Tobg; est idempotent, c.-&-d. que Tobg;(Tobg;(S))= Tobg(S).
Propriété5". Tobg(Se)=Tobs;(Compy(So)). [ |
5.6 Extraction du comportement T-observable et commandable le plusgrand: opérateur Tocg;

L e comportement T-observable calculé par |'opérateur Tobg; n'est pas forcément commandable. Il faut donc en extraire
un comportement commandable et qui reste T-observable, désigné par CCTPG. Nous définissons alors |'opérateur
Tocg qui permet de calculer un tel comportement.

Définition 17. (Opérateur Tocg)
A partirde S, et de S4, I'opérateur Tocg utilise les deux opérateurs Contg; et Tobg; comme suiit.

Tocg(So) Début: - arét « faux
-So « Tobg(So)
- Tant que —aré& faire
Sc « Contg(Sto)
Si (Sc=Syo) alors arrét « vrai
Sinon -So « Tobg(Se)
- 81 (Sc=So) alors arrét « vrai
- Fin tant que
- retourne(S,)
Fin [ |
L'opérateur Tocg; est plus complexe que la procédure proposée dans [3], celle-ci n'étant pas itérative. Mais dans notre
cas, le comportement obtenu ne contient pas d'état blocant, ce qui n'est le cas ni dans[3] ni dans[7].

Théoréme4™. Soit M, un systéme & contrdler spécifié par S;, et soit un service désiré spécifié par S,.
Alors, L'AEF Tocg(Sy) est laspécification St du CCTPG, telle que S <S;xS,. |

5.7. Calcul des spécifications du contrdleur et du service fourni

Comme V SV o=V, (prop.3), dors (S,,¥) est, comme dans le cas V o=@, trivialement déterminée a partir du
CCTPG S. En effet, So=P,(Sq)=Pon(Sq)=(Q2.V »,8,.020), €t lafonction ¥ est telle que pour tout état q de S,, ¥ (q)
contient tous les événements non commandables et tous les événements tirables a partir de . Formellement :

V ge Qa1 W(0)=Vinc{o | 0 Vq € 8,(0,0)'}.
Le service fourni est tout simplement spécifié par Py(Sq).

Dans le cas général ol VqZV gp, €t donc V,#V o, le contrdleur (S,,¥) permettant de réaliser un comportement P-
commandable (déf.13) spécifié par Spc=(Qpc,V,0pc dpco), €st obtenu comme siit. S;=Pop(Spe)=(Q2,V ob, 82,020) 2P2(Spc)-
(car V o2V qp,). Pour determiner ‘¥, définissons lafonction @ qui associe atout état g de Sy, I'union des ensembles des
événements non commandabl es et des événements commandables tirables a partir de g. Formellement :
V g€ Qpc - P(Q)=V nc {0 | 0 Vq €t 8pc(0,0)'}. ¥ est alors formellement déterminée a partir de ® comme suit.
V ge Q; 1 W(Q)=P ()@ (Gp)v ... uD(0n), aveC gy, Oy, ..., dne F(Q) €t :

F@={di | (dieQmr) A (3 5€V" | (Bpc(Ape:S)=i) A (82(T20,Pon(S))=)} -

6. Conclusion

Dans cet article, nous montrons qu'une étude rigoureuse de la synthése de contréleur doit prendre en compte la
commandabilité et |'observabilité des événements du systéme a contréler. Nous avons ainsi étendu la méthode décrite
dans[7] en utilisant lathéorie du contrdle des systémes a événements discrets (SED) et en générant des comportements
sans état blocant. Cette théorie considére les ensembles K 5 et K 4, vides (fig.1). Nous montrons que |'étude du contrdle
peut aisément étre faite dans le cas plus général ou K5 et/ou K, sont non vides.

Lorsque le systéme a contréler est totalement observable, nous proposons un algorithme pour extraire le
comportement commandable le plus grand. Cet algorithme est différent de celui décrit dans [14], maisil utilise lui aussi
la méthode du point fixe et il est de méme complexité dans le pire cas. Mais selon les cas traités, les complexités
différent. Nous en déduisons que les deux agorithmes sont complémentaires.

Pour I'étude des systémes partiellement observables, on est confronté a un probléme de complexité. Pour cette
raison, une sous-classe de comportements partiellement observables définis dans [6], et que nous avons appelés T-
observables, sont étudiés. Nous les avons considérés car ils possedent plusieurs propriétés intéressantes. Nous
montrons qu'ils peuvent étre obtenus par un algorithme résolvant la formule (1) donnée dans [7]. Les principal es étapes
de résolution de cette formule sont passées en revue. Nous proposons ensuite un algorithme de calcul du comportement

*
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le plus grand qui soit commandable et T-observable et qui satisfait un service désiré.

Contrairement ala procédure décrite dans 3], notre algorithme ne génére pas d'état blocant.

Dans le futur, nous proposons |es extensions suivantes :

- la prise en compte des contraintes temporelles entre événements quel conques (c.-a-d non forcément consécutifs). Une
étude en ce sens est entamée.

- larépartition du contrdle pour des systemes distribués concurrents. La aussi, une étude est en cours.
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ANNEXE : Preuves

Preuve. (Propriété 1)

Par construction (def.12), Conts;(Sy) est commandable et ne contient donc pas d'état marqué. @
Par construction (def.10), si B est commandable alors Cs1(B)=B. 2
Par construction (def.11), si B est sans état marqué alors Ct(b)=B. 3
De (2) et (3), nous déduisons que si B est commandable alors Contg; (B)=B. 4
De (1) et (4), nous déduisons que Cont g;(Cont 1(S))= Contg;(S). Donc Cont; est idempotent. |

Preuve. (Théoreme 1)

- Montrons tout d'abord que S est commandable.

S, ne contient pas d'état marqué. Les conditions C1, C2 et C3 de la définition 8 sont donc vérifiées pour tout état de S..
Celui-ci est par conséquent commandable.

- Montrons que tout comportement S, commandable différent de S et plus petit que S;xSy, est aussi plus petit que S¢
(c.-&d. que S est le CCPG).

Comme S1 xSy < Compy(Sp) (déf.4) et Spe <S§xSy impliquent Sy < Compy(Sp) D

Conts;(So)=Ct"(Cs; (Sp)), avecntel que Ct™HCg (So))=Ct"(Cs1(So)) @
ou Ct" signifie que I'opérateur est appliqué n fois.

Comme Cg; (Sg)=C g1 (Compy(Sp)) aors Contg1(Sg)=Contsy(Compy(Sp)) 3
Si A est commandableet A<S;xS,, aors A=Cg(A)=Ct(A) et donc A=Contg(A) 4
Soit A <B et soit ny et ng telsque Ct"A(Cg; (A)) et Ct"s(Cg; (B)) sont commandables. Alors:

Cq(A)< Cg(B) et Ct™(Cgi(A)) <CtA(Cg(B)) et donc Contg(A) < Contg(B) (5)
Comme S, est commandable et plus que S;xS,, dors (4) implique Syc=Contg;(Syc) (6)
(2) et (3) impliquent S=Contg;(Compy(Sy)) (7
(D) et (5) impliquent Contg;(Spc) < Contsy(Compy(Sp)) (8)
(6) et (8) impliquent impliquent Sy < Conts;(Compy(Sp)) 9
(7) et (9) impliquent Sy <& et S¢ est donc le CCPG. |

Preuve. (Propriété 2)

Pour démontrer que: S; est commandable<S.=Contg;(S.), hous démontrerons lesimplications dans les deux sens.
1) Hypothése : S est commandable. Du (4) delapreuve de la propriété 1, nous déduisons S.=Contg;(Sc).

2) Hypothése : Sc=Contg(Sc). Du théoréme 1, nous déduisons que S, est commandable. |

Preuve. (Lemme 1)

Soit n; et ny respectivement les nombres d'étatsde S; et §;. Lacomplexité de calcul de Cg,(Sp) est au plusen nyxng. A
chaque itération de Ct, nous avons considéré un seul état marqué et les états qui lui sont directement reliés "en amont et

en aval". La complexité d'une itération est donc bornée par le nombre d'états, cad n;xny. On a au plus nyxn, itérations,

la complexité de calcul de S; est donc bornée par n, 2xny2. |

Preuve. (Théoréme 2)
Dans [6], la preuve du théoréme est faite lorsque K et K, sont vides. Nous avons vu dans la section 3.2 que le

probleéme du contréle de S; pour un service désiré S, est équivalent au probleme du controle de Sy, =Compy(S;) pour
un comportement désiré Sp,=Compy(So).
Comme Sy, &t Spy ont un méme vocabulaire alorsK ; et K, sont vides, et lapreuve de [4] est valable. |

Preuve. (Propriété 3)

Soit un AEF Stel que S=S1xPgn(S), (ou le produit de S; et Pop(S) est synchronisé sur Vo V;). Soit s une séguence
d'événements telle que se S (déf.3), et soit 6 un événement non observable tel que soe Compy(S,), ou V=V 1UVos.
Comme Pop(S0)=Pgp(S) € Pop(S), €t soe Compy(S1), dors soe S1xPgp(S). D'oul si se S et s6 € Compy(S;) avec o€V,
alorssce S. Les événements non observables ne sont donc jamais interdits, et donc V SV,

Comme V1=V gpuVy & VgSVop, dors Vo=V g, |

Preuve. (Théoréme 3)

- Montrons tout d'abord que Sig=S; XS, est T-observable, c.-&d. que S;g=S;XPn(Sto). On démontre cette égalité par
les inégalités dans les deux sens

1) So< SpxPop(Sto)

Soient A et B deux AEFs définis sur des alphabets V 5 et Vg. Alors AxB=AxCompy,_vg(B) (@0}
Soit C un AEF défini sur un alphabet V., et soit V tel que VpcV . Alors C<Compy, - (Pp(C)) (2
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S10=S1%5,=5,X(S1xS;) ©)
De (2), nous déduisons  S; xS,<Compy/(Py(S1XS5)) 4@
De (3) et (4), nous déduisons  S;g<S1xCompy(Pyy(S1XS5)) 5
De (1) et (5), nous déduisons Sig<S;xPy(S1xS,)  (6)
Et enfin, de (3) et (6), nous concluons  $g<S;xPy(Sto)-

2) S1xPoy(Sto) < Sto!
S1XPop(Sto) = S1xPop(S1%XS2) < §xPon(S2)= $1%S;= St

Des deux inégalités , nous déduisons donc S;o=S; XPgn(Sto)-

- Montrons maintenant que S;;=S; xS, est le CTPG tel que S;<S;xSg.

De [7] nous déduisons que S, est le contrdleur le plus grand tel que Py (S1xS,)<P,(S1xS,) €t tel que toute séquence de
S, est compatible avec S; (conditions 2 et 3 de[7]). Or :

P1: Enplusde Py(S1xS;) < Py(S1%xSp), nous avons aussi S;xS, < S;xSg.

P2 :Si S T-observable (Sig=S1xPgn(Sto)) aors toute séquence de Pyy(S;,) est compatible avec Sy

On déduit de P1 et P2 que S;;=S; xS, est le CTPG tel que S;g<S;xS,.

Preuve de P1: Nous allons montrer que si une sequencet € S;xS, alorst € S;xS,.

Soitt € $xSy, doncte Compy(S;) ette Compy(P2(SexS1)-Po(SpxS1)) (@D}
te Compy(S1) = Joe S te que o=Py(t) (2
te Compy(P2(SoxS1)-P2(SoxS1)) = 3 Pe P2(SoxSy) tel que :(Be P2(SpxS1) A B=P2(t)) ©)
BE Pz(Soxsl) = JAe Soxsl tel que [%on\,) (4)
Be Py(SpxSy) = V 8e SoxS; 1 B=P2(d) ®)
(3) et (5 = V de §XS; : P,(t)=P>(J) et donc t #5 (6)
(6) =teS5pxSy, c-ad. (te Compy(Sy))V (tg Compy(S1)) (7
(7) et (1) =te Compy(Sy) et te Compy(Sy), etdoncte SxS,

Preuve de P2:

Sio=S1XPoi(Sto) = {V 52 € Pon(Sto), I 52 S1xPop(Sio) telle que s;=Pop(s) } )
SeS1xPop(Ste) = Pi(9)e Sy @
() et (2) impliquent que Pgp(Sto) est compatibleavec S; . |

Preuve. (Propriété 4)
Soit S=Tobg(Sy) et soit S=Tobg(Stg). Montrons que S=S;,,.

Sio est donc le CTPG tel que Sig<S;xS, (déf.16). @
S estdoncle CTPGtel que S< S xS, (déf.16). 2
De (1) nous déduisons S;xS;p=Sto. 3
De (2) et (3), nous déduisons que Sest le CTPG tel que S< Sy . )]

Comme S, est T-observable, nous déduisons de (4) que S=S;,.

Preuve. (Propriété 5)

Comme Tob g(Sg)=S1xX(P2(SpxS1)-P2(Sp%xS1)), aors pour montrer que Tobg(Se)=Tobg(Compy(So)), il suffit donc de
montrer que :SyxS;=Compy(Sg)xS; &t que $xS;=Compy,(Sg)xS; .

La premiére égalité est triviale. Pour la seconde, il suffit de montrer que Comp,(Sy))=Comp\(So))- |

Preuve. (Théoreme4)

- Montrons tout d'abord que S¢=Toc(Sg) est commandable et T-observable.

Sachant que Cont g &t Tobg; sont idempotents (prop.1 et 4), il est facile de vérifier que S¢=Contg;(S¢)=Tobg(Sg)-
Sg est donc commandable et T-observable.

- Montrons que tout comportement S, commandable et T-observable tel que S,<S;xS, verifieaors Sp<Sy.

Sp <5 xSy dors Sp< Compy(Sp) D
TOCS]_ est schématisé par Sa :T0051(So):...(COﬂtSl(TOb31(...COﬂtSl(TOb51 (So))) (2)
Tocs(So)=Tocs(Compy(Sp))  (car Tobs(Se)=Tobs;(Compy(So))) ©)
Si A commandable et T-observable et A<S;xS,, alors: A=Contg(A)=Tobg(A)=Tocg (A) 4
Si A<B alors Contg;(A)<Contg;(B) et Tobg(A)<Tobg(B) et donc Tocg (A) <Tocg(B) (5)
Soit alors S, commandable et T-observable et plus petit que S;xSy :

(4) implique Sp=Tocg(Sp) (6)

(2) et (3) impliquent Sg=Tocg;(Compy/(So)) (7)

(1) (6) (7) et (5) impliquent : Sp <& |
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