Moments conjoints d’ordre superieur

Exemple: Indépendance, orthogonalité et corrélation

Soient ® une variable aléatoire uniformément distribuée dans I’intervalle
[—m, 7] ainsi que deux autres variables aléatoires, X et Y, toutes deux
fonction de ®:

X =cos(0®) et Y =sin(0O)
La fonction de covariance, cov[XY], de X et ¥, est donnée par:
cov[XY]= E[(X = ) (Y =ty )] = cov[XY] = E[XY] = prypsy
Or les espérances mathématiques, E[.X], E[Y] et E[XY], sont:

w, = E[X]= J: afy (©)dx = Efcos(0)] = I_ cos(0) f, (8)do = on [sm(é’)] =0

py = E[Y]= j_i uly (y)dy = E[Sin(®)] = _[_7; sin (0) fo (0)d6 = . - =0
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Moments conjoints d’ordre superieur
Exemple: Indépendance, orthogonalité et corrélation

De méme pour E[XY]:
E[XY]=E|cos(0)sin(0)] = J: cos(0)sin () f, (0)do

ElXY]= ir cos(0)sin(6)do = ir sin (26) d6
] S 2 dom A o-=

E[XY]= é[—cos(Z@)] =0

La covariance de X et Y, cov[XY] = E[XY] — E[X]E[Y], est donc nulle, ce
qui implique que les variables aléatoires X et ¥ sont non corrélées.

Cependant ces deux mémes variables aléatoires, X et Y, sont dépendantes
car elles dépendent toutes deux de la variable aléatoire: quelle que soit la
valeur de ®, X et Y seront toujours déphasées de m/2. Les variables
aléatoires X et Y sont donc non corrélées mais dépendantes.
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Fonctions caractéristiques

Une autre fonction importante permettant de décrire un variable aléatoire
est sa fonction caracteristique. Celle-ci est definie par:

¢y (@) = E[ej“’X] = J: e’ f, (x)dx

La fonction caractéristique ¢ (@) est, a un signe pres, la transformée de
Fourier de la fonction de densité de probabilité de X : f,(x). En faisant la
transformee de Fourier inverse sur ¢{ @) on retrouve f(x) :

1 co
fe@y =—[ ¢ (@) dow
e &=

Les fonctions caractéristiques sont tres utiles pour déterminer les
moments d'ordre quelconque # d'une variable al¢atoire X.

J.-Y. Chouinard / M. Hefnawi / Y. Bouslimani
ELG-4571 Systémes de télécommunications / GEF 411A Théorie de Communication / GELE4521 Télécommunications



Fonctions caractéristiques

Considérons I'expression de la fonction caractéristique d'une variable
aléatoire X de fonction de densité de probabilité f,(x) :

by @) = [ f@e™da

En utilisant le développement en série de la fonction exponentielle:
2 ZUS xn
e =l+x+—+—+-+—+--
2! 3! n!

on peut réécrire P ) :

b @) =" fx(:l:){1+(]a)x)+(]6;x) +M+..}dx

! n!

¢X(a))—J. fX(a:)d:v+J- (ja)a:)fX(x)d:):+J- (s )fX(:v)dx+ +.[w(] )fX(gj)dx+...

Py () = 1+(jw)ji:1:fX (az)daz+(‘7;) I_ia:QfX (x)dr +--- + (]Z)') I:J:"fX (x)dx +---

b (@ =1+ (jo)E[X]+ (j;)!f E[X*]+-+ (Jo)' E[X"]+

n!
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Fonctions caractéristiques

En dérivant I'expression de la fonction caractéristique par rapport a o :

%@(a)):diudd (jo) E[X] + d(j“)) E[X*]+-- ‘i)(JZ)') BE[X"]+

d . d d ]”
— ¢y (@) =0+ JF X—a)+—E X |—a+- ElX" —a) + -
da)¢X I ]da) [ dw n! £l ]

d , 2075 no" " 5" ;
%qﬁX(a)):]E[Xh > E[X* |+ + — E[X"]+-

puis en évaluant cette dérivée pour @ = 0, on obtient :

d , 207 no" " j" .
%%{(w) = JE[X], , + > E[X*] +-+ —E[X"]  +--

®=0 : =0 o =0

d .
¢X (@) =& [X]
dw

o=0
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Fonctions caractéristiques

Le moment d'ordre 1, E[X], d'une variable aléatoire X, 1.e. sa moyenne y,,
peut donc étre calculé de sa fonction caractéristique ¢g(w) :

1 d
E[X]==—¢y (@
j dw

. d
= — @, (W)
J 1o ¢X

o=0

o=0

En dérivant » fois la fonction caractéristique ¢ (@) par rapport a @ et en
pour @ = 0, on obtient les moments d'ordre supérieurs de la variable
aléatoire X:

E[Xx"]=~2
J

¢y (@) oy (@)

-1

=J
n n
dw - dw -
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Fonctions caracteristiques

Exemple: Moments d’une variable aléatoire exponentielle

Soit X une variable al€¢atoire suivant une distribution exponentielle :

Ae ™. pour z =0

() =
Iy 0, ailleurs

avec 4> 0. La fonction caracteristique de X, ¢ @), est donnée par:
Py (W) = j_ e fo (xydr = | € Ae M dx

0

o0

by (@) = A[ e = 2 - )e—u—w

A—Jjw
) » 4
(w) = e —e
g (ﬂ—jwj[

0

et la fonction caractéristique, @ w), est €gale a :
A

A—Jjw

oy (@) =
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Fonctions caracteristiques
Exemple: Moments d’une variable aléatoire exponentielle

Connaissant la fonction caractéristique, ¢ (), de la variable aléatoire X,
on peut calculer sa moyenne x, = E[X]:

_1d( 4
o Jdo /"t—ja)

B[X] = Z{u _‘1@) } (2~ jo)

o1-{ | .
(A - jo) . 2 = 220 + (jo)

L'espérance mathématique de la variable aléatoire exponentielle X, est :

1
:UX:E[X]:I

E[X] ;_¢X

]
£
2
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Fonctions caracteristiques

Exemple: Moments d’une variable aléatoire exponentielle

On peut calculer la variance o,? avec la dérivée seconde de ¢ (w) :

oy = B[ X* |- 4} =ji2di; by 2 —
a2 - -] -+
j do" \A-jo ) ~ \4 771 (A - jo) - A
aiz—{g .2—2/1 2 .3} _12:2/31_12
A" =30 -3Aw" + jo© || A A A

La variance o, de la variable aléatoire exponentielle X est ¢gale a :

oy = B[ X* |- i} _ 1

12
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Fonctions caracteristiques

Exemple: Moments d’une variable aléatoire exponentielle

Fonction de densité de probablhte f(x) d'une variable aléatoire exponentielle
avec A =0.5: ‘ ‘ ‘

moyenne i, = 2,
variance o,* = 4.
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Transformation d’une variable aléatoire

Les variables al¢atoires, tout comme les processus al¢atoires, sont souvent
sujet a des transformations (e.g. transformation lin€aire, mise au carr¢, etc.).

Connaissant la distribution de la variable aléatoire X devant subir une
transformation ¥ = g(X), il est possible d’évaluer la distribution de la
nouvelle variable aléatoire.

X Y= g(X)
— g [
S X) JAY)

Considérons la valeur y = g(x) et une valeur voisine y + dy = g(x + dx). On
suppose que dans les intervalles infinitésimaux dx et dy, les fonctions
croissent de fagcon monotone. On peut alors faire 'approximation suivante:

qg(x)

y+dy=g(z+dr)~ g+
dz
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Transformation d’une variable aléatoire

Considérons la probabilité¢ que X soit dans l'intervalle [x, x + dx] et que ¥
soit dans l'intervalle [y, y + dy]:

P(x<X<z+dr) = P(y<Y <y+dy)
fx () dx = £ (y)dy (si g@> /" en z)
Iy () dx = —f (y)dy (si g(z) v en z)

fr (y)dy = fi (v)|dz]
Il y a donc conservation de la probabilité lorsqu'une variable aléatoire X est

transformée par un processus quelconque en une nouvelle variable al¢atoire
Y. On peut donc exprimer la nouvelle fonction de densité de probabilite

f#(») en fonction de f(x) :
dx
K (y) = fy @ .

r=1,=9"" (y)
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Transformation d’une variable aléatoire

Une fonction y = g(x) peut prendre plusieurs valeurs de x correspondant a la
méme valeur de y :

4 Y=gXx)
dx, dx, dx;
ytdy
dy
y
X
>

X X X3
y=g(z)=g(z,)=g(z,) et
y+dy = g(x1 +dx1) = g(x2 +dx2) = g(x3 +dx3)
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Transformation d’une variable aléatoire

Dans le cas général, la fonction de densité de probabilité de Y = g(X), f()),
s'exprime en fonction de densité de probabilité de X, f,(x), mais cette fois-ci

en tenant compte de I'ensemble des valeurs {x,} pour lesquelles on obtient
une méme valeur de y :

Jy (y) = Z fx (@
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Transformation d’une variable aléatoire

Exemple: Transformation d’une variable aléatoire gaussienne

Soit X une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle, 1, = E[X] =0,
et d’écart-type unitaire, o, = 1, c'est-a-dire une variable aléatoire
normale N(0,1) :
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Transformation d’une variable aléatoire

Exemple: Transformation d’une variable aléatoire gaussienne

Une seconde variable al€atoire Y est obtenue en opérant une transformation
de mise au carré de X :

X _
o cn-ne ="
£0 = N©,1) (D=2

Quelle est la fonction de densité de probabilité, f,(y), de la nouvelle variable
aléatoire Y?
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Transformation d’une variable aléatoire

Exemple: Transformation d’une variable aléatoire gaussienne

On remarque que la fonction de densité de probabilité f,(x) est symétrique
par rapport a I'axe des ordonnées. A chaque valeur de y correspondent deux

valeurs de x:

y=1" = 1 =1y cest-a-dire: 7, = Jy et 1, = —Jy

A Y=X?
\ dx, dx, /
y+dy
dy
y
X
>
Xy X2
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Transformation d’une variable aléatoire

Exemple: Transformation d’une variable aléatoire gaussienne

La fonction de densité de probabilité f,()) de la nouvelle variable aléatoire
devient :

2 dx dx dx
fy(y)=2{fx(x)d— }=fx(a;)d— + fy (©|—
k=1 Yy B=17 Yy T=3; =y Yy T=Ty=—1[y
Les derivées sont données par :
defy 1 1 1 1 1
dy| " [y "] el 2E] 24
dx dx
et /,(v) devient :
1 1
L (W) =fy (@ — + fy (@) —

1 1
fr W)= L (W0) 5=+ S ()5 =
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Transformation d’une variable aléatoire

Exemple: Transformation d’une variable aléatoire gaussienne

La fonction de densité de probabilité f,()) pour X gaussienne de moyenne
nulle et de variance unitaire devient :

o {(ﬁ)%} 11 {(—@)%} !
I (y) = Ee 7 \/% € ﬁ
_ 1 -(%) 1 -(%)
fY(y)_Q\/g\/ﬂe +2\/g\/%6
v

, pour y =20

1
v (y) = N
Y
Cette fonction de densité de probabilité n'est définie que pour les valeurs

non négatives de y. Il s'agit d'une variable aléatoire du chi carré a 1 degré de
liberté:

Y~y
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Transformation d’une variable aléatoire

Exemple: Transformation d’une variable aléatoire gaussienne
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